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Riassunto

La presente tesi di dottorato e dedicata allo studio dal punto di vista matematico di
alcuni modelli relativistici di fisica quantistica. L’obiettivo ¢ di fornire una comprensione
teorica di questi modelli poco studiati in modo rigoroso a causa delle difficolta matematiche
legate alla presenza degli effetti relativistici. Tuttavia, i modelli relativistici sono spesso
utilizzati sia in ambito chimico che fisico; per questo motivo un’analisi teorica sembra essere
necessaria: l'idea e di inserire questi modelli in un contesto matematico rigoroso, dimostrare
I’esistenza di soluzioni e proporre una definizione soddisfacente dello stato fondamentale.
I lavori qui presentati hanno apportato dei risultati interessanti in questa direzione.

Questa tesi ¢ divisa in due parti indipendenti.

Nella prima parte, dedicata alle equazioni di Einstein—Dirac—Maxwell che descrivono
I'interazione tra gravita, un campo di materia e un campo elettromagnetico, si dimostra
I’esistenza delle soluzioni ottenute numericamente da F. Finster, J. Smoller e S.T. Yau in
[FSY99b] e in [FSY99a]. Piu precisamente, si prova rigorosamente ’esistenza di soluzioni
delle equazioni di Einstein—Dirac-Maxwell per un sistema statico, sfericamente simmetrico
di due fermioni in uno stato di singoletto, nel caso particolare di un’interazione elettroma-
gnetica debole. Grazie alle simmetrie del modello, le equazioni di Einstein—Dirac—-Maxwell
possono essere scritte come un sistema di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine
e le soluzioni di questo sistema si ottengono con un metodo perturbativo.

Nella seconda parte della tesi, viene studiato il modello di campo medio relativistico del
nucleo atomico. Questo modello & un esempio di modello QHD (Quantum Hadrodynamics')
in un’approssimazione di campo medio e descrive il comportamento dei nucleoni all’interno
del nucleo atomico. Dal punto di vista matematico, si tratta di un sistema di equazioni di
Dirac non lineari che possono essere interpretate come le equazioni di Eulero-Lagrange di
un funzionale d’energia. In questa tesi, si propone una condizione che garantisce I’esistenza
di una soluzione di energia minimale di queste equazioni; in particolare, il nostro risulta-
to associa l'esistenza di punti critici di un funzionale d’energia fortemente indefinito alle

disuguaglianze strette del principio di concentrazione-compattezza di P.L. Lions ([Lio84a],
[Lio84b)).

'La QHD ¢ una teoria quantistica dei campi per un sistema nucleare a N corpi dove i gradi di liberta
sono di tipo adronico (si veda [SW97]).



2 Riassunto

In questa tesi di dottorato, tutti i modelli studiati sono non lineari e vengono utilizzati
metodi matematici tipici dell’analisi non lineare e del calcolo delle variazioni. Per quanto
riguarda la parte A, le dimostrazioni dei nostri risultati si basano sull’idea introdotta da
H. Ounaies in [Oun00] (si veda anche [Gua08]); in questo articolo, le soluzioni di una classe
di equazioni di Dirac non lineari sono costruite, utilizzando un metodo perturbativo, a
partire dalle soluzioni di un’equazione di Schrodinger non lineare. Il metodo utilizzato da
H. Ounaies e molto simile a quello sviluppato da C.A. Stuart; in particolare, si tratta di
costruire delle soluzioni che biforcano dallo spettro essenziale dell’operatore. Per ulteriori
dettagli il lettore potra consultare I'articolo di C.A. Stuart [Stu97] e i riferimenti bibliogra-
fici riportati. Nella parte B, la dimostrazione del teorema principale si basa sul principio di
concentrazione-compattezza di P.L. Lions ([Lio84al, [Lio84b]) e sulle idee descritte nell’ar-
ticolo di D. Gogny e P.L. Lions ([GL86]), che contiene un’applicazione di questo principio
alla fisica nucleare. Infine, per le proprieta dell’operatore di Dirac, si sono utilizzati dei
risultati che il lettore potra trovare negli articoli [ES99], [ES01] e [ELSO08].
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Introduction et présentation des
résultats

Cette these est consacrée a 1’étude mathématique de modeles relativistes issus de la
physique quantique. L’objectif est d’avoir une compréhension théorique de ces modeles peu
étudiés de facon rigoureuse a cause des difficultés mathématiques liées a la présence des
effets relativistes. Cependant, les modeles relativistes sont souvent utilisés par les chimistes
et les physiciens; c¢’est la raison pour laquelle une analyse théorique semble nécessaire : il
s’agit de donner un cadre mathématique rigoureux a ces modeles, de montrer I'existence
de solutions et de proposer une définition satisfaisante de I’état fondamental. Les travaux
présentés dans cette these ont apporté des résultats intéressants dans cette direction.

Cette these est divisée en deux parties indépendantes.

La premiere partie est consacrée aux équations d’Einstein—Dirac—Maxwell, qui décrivent
I'interaction entre la gravité, un champ de matiere et un champ électromagnétique. Nous
démontrons l'existence de solutions obtenues numériquement par F. Finster, J. Smoller et
S.T. Yau dans [FSY99b] et [FSY99a|. Plus précisément, nous prouvons de fagon rigoureuse
I’existence de solutions des équations d’Einstein—Dirac-Maxwell pour un systeme statique,
a symétrie sphérique de deux fermions dans un état singulet et avec un couplage élec-
tromagnétique faible. Grace aux symétries du modele, nous pouvons écrire les équations
d’Einstein—Dirac-Maxwell sous la forme d’un systeme d’équations différentielles du premier
ordre couplées et, par une méthode de perturbation, nous montrons I’existence de solutions
de ce systeme.

Dans la seconde partie, nous étudions le modele de champ moyen relativiste du noyau
atomique. Il s’agit d’un modele d’hadrodynamique quantique? (Quantum Hadrodynamics
QHD) dans une approximation de champ moyen, qui décrit le comportement des nucléons
a I'intérieur du noyau atomique. Du point de vue mathématique, nous sommes confrontés
a un systeme d’équations de Dirac non linéaires qui peuvent étre vues comme les équations
d’Euler—Lagrange d’une fonctionnelle d’énergie. Nous proposons une condition qui garantit
I’existence d’une solution d’énergie minimale de ces équations; plus précisément, il s’agit

2L’hadrodynamique quantique est une théorie quantique des champs d’un systeme nucléaire & N corps
fondée sur les degrés de liberté hadroniques (voir [SW97]).



6 Introduction et présentation des résultats

d’un résultat qui lie 'existence de points critiques d’une fonctionnelle d’énergie fortement
indéfinie et les inégalités de concentration-compacité strictes.

Dans cette these, tous les modeles étudiés sont non linéaires et nous utilisons des mé-
thodes d’analyse non linéaire et de calcul variationnel adaptées a cette difficulté. En ce
qui concerne la partie A, les preuves de nos résultats sont basées sur I'idée introduite par
H. Ounaies dans [Oun00] (voir aussi [Gua08]); dans ce papier, les solutions d'une classe
d’équations de Dirac non linéaires sont construites, par une méthode de perturbation, a
partir des solutions d’une équation de Schrodinger. La méthode utilisée par H. Ounaies est
tres proche de celle développée par C.A. Stuart; plus précisément, il s’agit de construire
une branche de solutions a partir du spectre essentiel de 'opérateur. Pour plus de détails le
lecteur pourra consulter le review de C.A. Stuart [Stu97] et les références contenues dans
celui-ci. Dans la partie B, la démonstration du théoreme principal s’appuie sur I’argument
de concentration-compacité de P.L. Lions ([Lio84a|, [Lio84b]); le papier de D. Gogny et
P.L. Lions ([GL86]) qui contient une application de cet argument a la physique nucléaire
a également été tres utile. Enfin, en ce qui concerne les propriétés de 'opérateur de Dirac,
nous avons utilisé des résultats que le lecteur pourra trouver dans les papiers [ES99], [ES01]

et [ELS08].

Pour mieux comprendre 1’étude mathématique des modeles présentés, il est important
d’avoir quelques connaissances générales du contexte physique dans lequel ces modeles ont
été développés. La premiere section de cette introduction est dédiée a la description du
lien entre mécanique quantique et relativité, et sert a introduire 'opérateur de Dirac. Dans
la deuxieme section, nous présentons le probleme étudié dans la partie A de cette these.
Nous montrons qu’il est possible de dériver les équations d’Einstein—Dirac—Maxwell a partir
d’une intégrale d’action et nous écrivons ces équations dans le cas d'un systeme statique,
a symétrie sphérique de deux fermions dans un état singulet ; ensuite, nous présentons les
résultats obtenus et les perspectives futures. Dans la section 3, nous introduisons la théorie
de champ moyen relativiste traitée dans la partie B. Apres avoir décrit la dérivation des
équations de champ moyen relativiste, nous présentons nos résultats et nos perspectives.

1. Meécanique quantique et relativité restreinte

Bien que la mécanique quantique, telle qu’elle a été développée jusqu’a environ 1925,
soit une théorie extréemement précise dans le domaine des basses énergies, elle n’est pas
en accord avec la théorie de la relativité d’Einstein. Pour pouvoir rendre compte des phé-
nomenes microscopiques de haute énergie, il a été donc nécessaire de formuler une théorie
quantique en accord avec les principes de la relativité restreinte ; plus précisément les lois
du mouvement valables dans un systeme inertiel de Lorentz doivent étre vraies dans tous
les systemes inertiels de Lorentz et, du point de vue mathématique, cette nouvelle théorie
quantique relativiste doit étre formulée sous une forme covariante.
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1.1. La mécanique quantique relativiste et I’équation de Dirac

La mécanique quantique relativiste est une théorie qui essaie d’unifier le principe de
relativité restreinte et les postulats de la mécanique quantique afin de décrire la dynamique
quantique d’une particule relativiste, c’est-a-dire d’une particule dont la vitesse n’est pas
négligeable devant la vitesse de la lumiere. Cette théorie est 1’origine historique de I’équation
de Dirac. Plus précisément, en mécanique quantique relativiste, I’équation de Schrodinger
est généralisée par deux équations d’ondes relativistes : I'équation de Klein-Gordon, qui
décrit une particule massive de spin 0, et ’équation de Dirac, qui décrit une particule
massive de spin % telle que I’électron, le proton ou le neutron.

L’opérateur de Dirac libre

Pour la dérivation de l'opérateur de Dirac libre, nous suivons l'argument original de
Paul Dirac (voir [Dir82], [Tha92], [BD64], [Mes95] pour une présentation plus détaillée).

Formellement, la transition de la mécanique classique a la mécanique quantique peut
étre réalisée en remplagant les quantités classiques par des opérateurs appropriés. Plus
précisément, pour 1’énergie E et I'impulsion p d'une particule libre, nous utilisons la regle
de correspondance de Schrodinger

E — ih%, p — —ihV (1.1)

avec h la constante de Planck. Donc, en utilisant la relation classique d’énergie-impulsion
E = +/2p* + m2c, (1.2)

nous obtenons 1’équation

ih%\lf(t, r) = V—c2h2A + m2cA U (t, 1) (1.3)
ou A = 8‘9—; + aa—;g + % est Uopérateur laplacien. I’équation (1.3), méme si elle prend en
compte la relation entre I’énergie et I'impulsion exigée par la relativité, est encore insatis-
faisante du point de vue de la théorie relativiste. L’asymétrie entre les cordonnées d’espace
et de temps est telle que I'invariance relativiste et les propriétés qui en découlent n’y ap-
paraissent pas clairement ; de plus, selon Dirac, cette équation ne peut pas étre généralisée
de fagon relativiste en présence d'un champ électromagnétique.

Pour éviter ces difficultés, nous pouvons prendre comme point de départ la relation

E? = p* + m2ct (1.4)

et, en utilisant (1.1), nous obtenons I’équation suivante, dite équation de Klein-Gordon,

2
_;—L?%\p(t,x) = (=RA +mPc*) U(t,z). (1.5)
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Nous remarquons que 1'équation (1.3) et I’équation (1.5) ne sont pas équivalentes car, bien
que toute solution de (1.3) soit une solution de (1.5), I'inverse n’est pas vrai. L’équation
(1.5) est de méme insatisfaisante. En effet, cette équation avec une fonction d’onde ¥(t, )
scalaire n’est pas adaptée a la description des particules avec spin différent de zéro comme
les électrons ou, plus généralement, les fermions. De plus, I’équation d’évolution d’un sys-
teme quantique doit étre du premier ordre par rapport a ¢ (voir ’argument proposé par P.
Dirac dans [Dir82, §27]). Finalement, pour pouvoir interpréter la fonction d’onde, il faut
définir une densité de probabilité de présence P et une densité de courant j = (j1, j2, J3)
satisfaisant a I’équation de continuité

0
5P+ divi=0. (1.6)
Comme VU et U* vérifient I’équation (1.5), nous avons
0*W
hQ\IJ*W — ERPUATV + m2 U =0,
0?u*

h? U — ERPAVY + m2 v = 0;

ot?

ce qui donne

a { T <‘I’*a_\p_aqj*g’)] Fdiv I [ (V) — (V)] = 0.

ot | 2me2 ot ot m

Nous voudrions donc interpréter P = [QTZLCQ (\I/*%—f — Bg’t* \I/)} comme une densité de proba-
bilté de présence mais cela n’est pas possible étant donné que la densité P n’est pas définie
positive.

En 1928, Dirac eut 'idée d’écrire la relation d’énergie-impulsion (1.2) sous la forme

3
E:cZaipi—i—ﬁch =co - p+ Bmc? (1.7)

i=1

ol a = (aq, (g, a3). Les o et § sont des matrices n x n hermitiennes définies de sorte que la
relation (1.4) soit satisfaite. Plus précisément, en comparant (1.4) et (1.7), nous obtenons
que les matrices a; et 5 doivent vérifier les propriétés suivantes

e71e73 + RO = 2(5]k1
Paj+a;f =0 (1.8)
B =1
pour j,k = 1,2,3 et avec J;; le symbole de Kronecker. Il est tres aisé de voir que la

dimension des matrices a; et 5 doit étre paire et ne peut pas étre égale 2 (voir [Tha92]);
en dimension 4, les relations dans (1.8) sont satisfaites en choisissant

=(0 %) w=(0 ) 19
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pour k =1, 2,3, avec

01:<(1)é),02:<(;_()i>,03:((1)_[)1) (1.10)

les matrices de Pauli; cette représentation est celle introduite par Dirac.
Finalement, en utilisant la régle de correspondance (1.1), nous obtenons ’équation de
Dirac
0

ihso Ut 2) = HiU(t o) (1.11)

avec
HS = —ihca - V + pmc?. (1.12)

L’opérateur H§ représente I’Hamiltonien d’une particule de spin % libre et il agit sur des
fonctions d’onde vectorielles, appelées spineurs,

U

(P 4
v = e C%
Y3

(e

plus précisément ¥ € L*(R3, C*). Nous rappelons que le produit scalaire sur L*(R?, C*) est
donné par

() = / > wi@atn) d

avec 17 le complexe conjugué de ;.
4
L’équation de continuité (1.6) est satisfaite en choisissant P(t,z) = > UiV, j =
i=1
(71,72, J3) et jr = cVU* ¥ ; en particulier,

a * 3.
a/RS\II(t,x) U(t,z)d’x =0

ce qui signifie que la probabilité de présence P est indépendant du temps.
L’opérateur de Dirac libre est un opérateur auto-adjoint sur le domaine D(H§) =
H'(R3,C*); son spectre est purement continu et il est donné par

o(H§) = (=00, —mc®] U [mc?, 4+00)

(voir [Tha92]). Nous noterons A, (respectivement A}) le projecteur associé a la partie
négative (respectivement positive) du spectre de H, c’est-a-dire A7 = X(_oo0)(H§) et
AL = X(0+00) (H§).

Nous observons que le spectre de 'opérateur de Dirac H§, qui est censé décrire I'énergie
d’un particule de spin % libre, contient une partie négative non bornée; cela signifie que
I'équation de Dirac autorise aussi bien des états d’énergie négative, plus petite que —mc?,
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que positive, plus grande que mc?. La question qui se pose est comment interpréter ces
états d’énergie négative ? S’il était possible de découpler completement les états d’énergie
positive et les états d’énergie négative, nous pourrions simplement ignorer ces derniers.
Malheureusement, tel n’est pas le cas; en effet, il est théoriquement possible de provoquer
une transition d'un état d’énergie positive a un état d’énergie négative, par exemple en
soumettant un électron & un champ radioélectrique. Dans [Dir33], Dirac propose 'interpré-
tation suivante pour les états d’énergie négative d’un électron : en accord avec le principe
d’exclusion de Pauli®, si I’électron se trouve nécessairement dans un état d’énergie positive,
c’est que tous les états d’énergie négative sont déja occupés par des particules virtuelles.
Cela implique que le vide est en réalité composé d’une infinité de particules virtuelles qui
occupent les énergies négatives de l'opérateur de Dirac libre; cette infinité de particules
d’énergie négative est appelée mer de Dirac. La mer de Dirac est supposée étre complete-
ment inobservable a cause de son uniformité. Par conséquent, le vide peut étre modélisé
par le projecteur spectral négatif A .

Cette description du vide a des conséquences tres intéressantes. Sous l'action d'un
champ électromagnétique, un électron de la mer de Dirac peut effectuer une transition a
un état d’énergie positive et lorsque cette transition a lieu un « trou » apparait dans le vide.
Ce « trou » peut étre interprété comme une particule de charge positive ayant la méme
masse que l'électron; ces particules ont été observées expérimentalement : il s’agit des
positrons. Le phénomene de création de paires positron—électron a également été observé
expérimentalement. De la méme facon, si un « trou » s’est produit dans la mer de Dirac, un
électron peut effectuer une transition avec émission de photons d’un état d’énergie positive
a cet état d’énergie négative inoccupé : il s’agit du phénomene d’annihilation d'une paire
électron—positron observé expérimentalement. La découverte des positrons (appelés aussi
antiélectrons) en 1933 par Carl Anderson confirme de fagon étonnante la théorie de Dirac.
L’équation de Dirac est valable pour les électrons mais aussi pour toute autre particule de
spin %, comme par exemple les protons et les neutrons. Comme dans le cas de ’électron et
du positron, nous pouvons supposer que toute particule décrite par I’équation de Dirac a
une antiparticule ayant charge opposée mais méme masse et méme spin. Dans [Dir33], Dirac
prédit I'existence de 'antiparticule du proton; en 1955, en utilisant un nouvel accélérateur
de particules, Emilio Segre et Owen Chamberlain découvrent I’antiproton et, en 1956, Bruce
Cork découvre I'antineutron, ouvrant la voie a la mise en évidence d’autres antiparticules.

Forme covariante de I’équation de Dirac et rappels de calcul tensoriel

Dans cette sous-section, nous allons écrire I’équation de Dirac sous forme covariante
car sous cette forme elle sera souvent utilisée dans la suite (voir [Mes95]). L’équation de
Dirac sous forme covariante s’écrit dans un espace-temps a quatre dimensions : ’espace de
Minkowski (Partie B) ou un espace-temps courbe avec une métrique lorentzienne si I'on
est en présence d'un champ gravitationnel (Partie A). Ici, nous montrons comment écrire
I’équation de Dirac dans un espace-temps plat comme 'espace de Minkowski ; nous verrons

3Deux particules ne peuvent pas occuper simultanément un méme état quantique.
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me me?
.Q X%
@&} é@
“Z)’Q |®Q
—mc? /@/\; ) —mc?

Mer de Dirac /

i %
CREATION ANNIHILATION

F1GURE 1 — Création et annihilation d'une paire positron-électron

brievement dans la section 2 comment faire dans le cas d’un espace-temps courbe.

La métrique dans l'espace-temps de Minkowski est une métrique lorentzienne, c’est-
a-dire une métrique pseudo-riemanienne sur une variété de dimension n avec signature
(I,n—1) ou (n—1,1) selon la convention de signes, définie au moyen du tenseur métrique

1 0 0 O
0O -1 0 0

G = 00 -1 0 (1.13)
0O 0 0 -1

La donnée d’un instant ¢ et d'un point © = (x,y, z) de lespace ordinaire R? définit un
point de l'espace-temps que nous notons par z# = (2% 2! 2% 23) avec 2° = ct, 2! = =z,
2% =y et 3 = 2. Nous rappelons qu’il y a une distinction entre vecteurs covariants, qui se
transforment comme a%’ et vecteurs contravariants, qui se transforment comme z*, et plus
généralement dans le cas d'un tenseur entre composantes covariantes et contravariantes.
Le vecteur covariant z, se déduit du vecteur contravariant x* par application du tenseur

métrique en composantes covariantes; plus précisément
14
Ty = GuT

ou nous avons utilisé la convention de sommation d’Einstein. Dans ce cas, nous parlons
d’opération d’abaissement des indices. L’opération d’élévation des indices se fait en appli-
quant le tenseur métrique inverse g’

xt = g"x,.
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Nous rappelons que le tenseur métrique g"” en composantes contravariantes est l'inverse
de g, c’est-a-dire
pv v
Gupg”" =9,

ou ¢,” est le symbole de Kronecker

5Y_ lsip=vr
. 0sip#v
Le produit scalaire de deux quadrivecteurs a*, b, s’obtient en contractant les composantes
contravariante de 1'un avec les composantes covariantes de l'autre ; dans I'espace de Min-
kowski, nous avons
B aktp 400 o
a,bt = a"b, =a’b” —a-b

avec a = (a',a? a?), b= (b*, 0%, b%) et - le produit scalaire dans R?. Le carré de la pseudo-

norme de a* est a*a,. Nous rappelons que un changement de référentiel de Lorentz, auquel
nous sommes intéressés en relativité restreinte, est une transformation linéaire réelle des
coordonnées qui conserve le carré de la pseudo-norme des intervalles entre le différents
points de I'espace-temps (voir [Mes95]). Finalement, les quatre opérateurs de dérivation
partielle 8% forment un vecteur covariant représenté par

0
- (2.5)

ol V est le gradient usuel dans R?. Le gradient contravariant dans l'espace de Minkowski

est donné par
0
H = pv = —_— —v
o =970 (8025’ ) '

Pour écrire 1’équation de Dirac sous forme covariante, nous multiplions (1.11) par % et
nous introduisons la notation

B=7" Bai=+" (1.14)

pour ¢ = 1,2, 3. Cela donne

. 0 0 0 0 :
ih <70({)x0 + 4! By + 728x2 + 73%) U —me¥ = (ihy*0,, — me) ¥ = 0. (1.15)

Avec ces nouvelles matrices v*, les relation d’anti-commutation (1.8) peuvent étre réécrites
élégamment sous la forme
AHAY 4 AV AR = 2gHY (1.16)

avec g"” le tenseur métrique de I'espace de Minkowski.

Il est utile de considérer 1’équation de Dirac sous forme covariante pour montrer qu’elle
est formellement invariante dans un changement de référentiel de Lorentz (pour plus des
détails voir [BD64], [Mes95]).
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Finalement, en analysant le comportement de fonctions d’onde de Dirac par rapport
a une rotation de ’espace, il est possible de montrer que les fonctions d’onde de Dirac se
transforment par rotation comme celles d’une particule de spin % (voir [Mes95] chapitre
XX-12). Par conséquent, nous pouvons affirmer que I’équation de Dirac décrit de fagon
naturelle le spin des particules de spin %

Notation. Dans la suite, nous travaillons dans un systeme d’unités ot
h=c=1,

sauf pour la description de la limite non relativiste des équations de champ moyen relativiste
dans la sous-section 3.2. Dans ce systeme d’unités, 'opérateur de Dirac libre est Hy =
—ia -V + pm.

L’équation de Dirac avec potentiel non linéaire

Dans la partie B de cette these, nous nous intéressons a l'opérateur de Dirac avec un
potentiel non linéaire ; en particulier, nous étudions un systeme d’équations de Dirac non
linéaires ou le potentiel V' contient des termes de type Yukawa, qui sont solution d’une
équation de Klein-Gordon, et de type Coulomb, solution dune équation de Poisson?, le
spineur étant lui méme & la source de ces champs. A Paide d’inégalités de type Hardy (voir
le lemme 1.1 de [ES99]), nous pouvons montrer que, sous certaines conditions, ’opérateur
H = Hy+V est un isomorphisme auto-adjoint entre H'/2(R3, C*) et son dual H~'/2(R3,C*).
Dans la suite, nous sommes intéressés par 1’étude des valeurs propres de I'opérateur H.

Dans la définition du vide donnée plus haut, les états d’énergie négative considérés
sont ceux de la particule libre; l'introduction d’un potentiel (par exemple d'un champ
électromagnétique) modifie cet état de vide, ce dernier se comportant comme un milieu
polarisable : nous parlons dans ce cas de polarisation du vide. Cet effet de polarisation crée
donc un nouveau champ, qui devrait étre pris en compte dans l'opérateur H, et le vide
devrait étre représenté par le projecteur

P = X(—00,0)(H 4+ Vpor) (1.17)

ou V,y est le potentiel créé par la polarisation du vide. Comme le potentiel V,,; dépend
lui-méme du projecteur choisi, I’équation (1.17) est une équation auto-cohérente; ce type
d’équation a été étudiée du point de vue mathématique par C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré
dans [HLS05]. Dans ce papier, les auteurs considerent le modele Bogoliubov-Dirac-Fock
(BDF) et montrent 'existence d’un unique minimiseur de 1’énergie associée a ce modele;
ce minimiseur est solution d'une équation de la forme (1.17) et représente le vide polarisé.

Dans le modele de champ moyen relativiste considéré dans la partie B, nous négligeons
la polarisation du vide; dans ce cas la mer de Dirac est représentée par le projecteur
X(—0,0)(H ). Cette approximation semble raisonnable, étant donné que, avec un bon choix
des parametres du modele, une grande partie de I'effet de la polarisation du vide est déja
prise en compte ([Rin96]).

41équation de Poisson est —Au = f avec f : R® = R une fonction donnée.
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1.2. Limitations de la mécanique quantique relativiste et théorie
quantique des champs

La description du vide par la théorie des « trous » permet de concilier la théorie de
Dirac avec les faits expérimentaux : non-existence des états d’énergie négative, existence des
positrons, création et annihilation de paires. Cependant, elle rend difficile I'interprétation de
la mécanique quantique relativiste comme une théorie quantique relativiste a une particule.
En effet, la théorie des « trous » est une théorie a N corps, décrivant des particules avec
charge positive et négative; les fonctions d’onde n’ont plus l'interprétation probabiliste
simple exigée par une théorie quantique a une particule car on doit prendre en considération
le phénomene de création et d’annihilation de paires électron-positron. D’autre part, la
mécanique quantique relativiste offre une description tres précise de 'atome d’hydrogene
et prédit 'existence des antiparticules; de plus, ’équation de Dirac est compatible avec
la théorie de la relativité restreinte et elle décrit naturellement le spin de I’électron. Par
conséquent, nous pouvons penser de retenir I’équation de Dirac et la théorie des « trous »
et d’écarter 'interprétation probabiliste de la fonction d’onde d’une particule. Ainsi, la
théorie de Dirac peut étre considérée comme une étape sur la voie de la compréhension de
la théorie quantique des champs (Quantum field theory QFT).

La théorie quantique des champs résout les problemes de la mécanique quantique rela-
tiviste que nous avons mis en évidence mais elle n’est exempte ni de difficultés ni méme de
contradictions. Il s’agit d’une théorie fondée sur la notion de champ quantique et non pas
d’une théorie de particules individualisées. Dans cette these, nous ne rentrons pas dans les
détails de cette théorie; nous nous limitons a remarquer que la théorie de champ moyen
relativiste présentée dans la section 3 est un exemple de théorie quantique des champs dans
une approximation de champ moyen. Pour plus des détails concernant la théorie quantique
des champs, le lecteur pourra se reporter a [BD65].

2. L’équation de Dirac et la relativité générale (Partie

A)

Dans la partie A de cette these, nous nous intéressons a I’étude des équations d’Einstein—
Dirac-Maxwell (EDM). Ces équations décrivent l'interaction entre la gravité, représentée
par ’équation d’Einstein, un champ de matiere, gouverné par 1’équation de Dirac, et le
champ électromagnétique.

Les équations d’Einstein—Dirac-Maxwell pour un systeme de n particules s’écrivent
sous la forme

i 1o i
R~ SRS = 8T, (2.1)
(D —m)ib =0 (2.2)

ViF* = dre " a1 (2.3)
a=1
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oll 7/ sont les matrices associées a l'opérateur de Dirac, D indique l'opérateur de Dirac,
1), sont les fonctions d’ondes des fermions de masse m et charge e, R ; est le tenseur
de courbure de Ricci, R est la courbure scalaire, Fj;, est le tenseur électromagnétique et,
finalement, Tij est le tenseur d’énergie-impulsion.

Le tenseur électromagnétique est donné par

F;w = a,wAu - 81/-’4;“ (24>

A étant le quadri-vecteur du potentiel électromagnétique.

Nous remarquons que le tenseur d’énergie-impulsion, qui est la source du champ gravi-
tationnel dans les équations d’Einstein en relativité générale, décrit la repartition de masse
et énergie dans I'espace-temps ; dans le cas des équations d’Einstein—Dirac-Maxwell, ce ten-
seur prend en consideration la présence des fermions et celle du champ électromagnetique.
La définition du tenseur d’énergie-impulsion sera donnée par la suite.

En étant en présence d’un champ gravitationnel, nous devons écrire 'opérateur de Dirac
dans un espace-temps courbe ; plus précisément, nous considérons 1'opérateur de Dirac sur
une variété lorentzienne quadridimensionnelle avec un tenseur métrique g;; de signature
(+ — ——). Pour la dérivation de 'opérateur de Dirac dans cet espace-temps, nous suivons
I'argument proposé par F. Finster dans [Fin98] (voir aussi [Fin06]). Cet argument, qui
est non standard, donne une formulation équivalente des spineurs dans un espace-temps
courbe dans le cadre d’'une théorie de jauge U(2,2) ; pour une approche plus traditionnelle
voir [Ble05]. Le lecteur qui n’est pas familier avec les notions de géométrie différentielle
pourra consulter [Lan99].

Soit, M une variété différentielle quadridimensionnelle ; nous definissons le fibré spinoriel
SM comme le fibré vectoriel au-dessus de M avec fibre C*. Les fibres sont dotées d'une
forme hermitienne non dégénérée de signature (2,2), que 'on appelle spin scalar product® et
que I'on note (-, -). Les spineurs sont les sections du fibré spinoriel et en coordonnées locales
sont représentés par des fonctions ¥(z) a valeurs dans C*. Etant donné (€a)a=1,. 4 une base
pseudo-orthonormée des fibres, c’est-a-dire telle que (e, €s) = sS40 avec s = s = 1 et
s3 = §4 = —1, les spineurs s’écrivent sous la forme ¥ = U%¢, et le spin scalar product est
donné par

(U, ) (x) = Z 5oV (2) 0% (z) = U (x)d(x) (2.5)

1 0
0 —1
point de l'espace-temps, il existe une matrice U de taille 4 x 4 telle que

€a — (U71)§ egs.
L’application U est une transformation unitaire par rapport au spin scalar product ; cela
signifie que U(x) appartient au groupe de Lie U(2,2) et, plus précisément, U est telle que

(o )=l 4

5Malgré cette appellation, il ne s’agit pas d’un produit scalaire car la forme n’est pas définie positive.

avec U = J* ) . Bien évidemment, la base dans C* n’est pas unique ; pour chaque
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Dans ce changement de base les spineurs se transforment de la fagon suivante
() — Ug () 0%(2);

dans le cadre d'une théorie de jauge, cette transformation est interprétée comme une trans-
formation de jauge locale avec groupe de jauge G = U(2,2) et le choix d’'une base des
spineurs est une jauge.

Nous rappelons qu'une théorie de jauge est une théorie des champs basée sur un groupe
de symétrie locale, appelé groupe de jauge. Plus précisément, le groupe de jauge G est un
groupe de Lie arbitraire et les transformation de la forme

U — U(x)¥(x),

avec U : M — G une fonction lisse, sont interprétées comme des transformations de jauge
locale. Dans une théorie de jauge, les dérivées partielles des fonctions d’ondes ¥ sont
remplacées par des dérivées covariantes de jauge D; telles que

D,V — U(z)D; ¥ (x). (2.6)

Dans [Fin98]|, F. Finster propose une formulation de la théorie de Dirac sur un espace-
temps courbe de maniére que U(2,2) soit un groupe de jauge.

L’opérateur de Dirac est un opérateur différentiel du premier ordre qui peut s’écrire,
dans une carte et une jauge particulieres, sous la forme

, 0
D =iy (x)=— + B(x 2.7
V()2 + Bla) 27)
olt B(z) et les matrices de Dirac 77(z), pour j = 0,1,2,3, sont des matrices 4 x 4 qui
dépendent du point de I'espace-temps . De plus, les matrices de Dirac 4/(x) coincident
localement avec les matrices de Dirac dans ’espace-temps de Minkowski, c’est-a-dire qu’il
existe une carte dans un voisinage de z et une jauge (es)a=1,. 4 telles que

Vi (z) = 5 (2.8)

ol 47, pour j = 0,1,2,3, sont les matrices de Dirac dans I'espace de Minkowski définies
par (1.14). Par conséquent, a partir des matrices de Dirac et grace aux relations d’anti-
commutation (1.16), il est possible de définir une métrique lorentzienne sur la variété M,

9*(2) = 5 {7().7 @)} = 5 (@) + @ (@) (2.9

I'opérateur de Dirac induit donc une structure de variété lorentzienne. Réciproquement,
nous remarquons que, étant donné une variété lorentzienne quadridimensionnelle avec un
tenseur métrique g, i, les matrices de Dirac doivent satisfaire (2.9) et étre hermitiennes par
rapport au spin scalar product.

Pour avoir une théorie de jauge complete, il est nécessaire de construire, a partir de
l'opérateur de Dirac, des dérivées covariantes de jauge D;, que 'on appelle spin derivatives.
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Cette construction révele la structure de la matrice B(x) qui dépend du choix des 77 (x),
et permets de définir ce que I'on appelle opérateur de Dirac physique qui prend en compte
la présence du champ gravitationnel et du champ électromagnétique.

Sur une variété lorentzienne, nous pouvons considérer la connexion de Levi-Civita et
définir les dérivées covariantes des matrices de Dirac ; ces dérivées ne sont pas des dérivées
covariantes de jauge mais, pour chaque point de ’espace-temps x € M, il existe une jauge,
que l'on appelle jauge normale autour de x, telle que

Vi (z) =0, (2.10)

pour tout k,j (voir [Fin98]). En analysant les transformations entre deux jauges normales,
il est possible de fixer certains degrés de liberté de jauge et donner une expression explicite
des spin derivatives Dj. En coordonnées locales, D; est définie par

Dj = 8j — ZE}(&?) — iaj (211)

olt les &;(x) sont des matrices 4 x 4 qui dépendent des 77 (z) et des 9y’ (x), et les a; sont
des potentiels qui suivent la loi de transformation

a; — a; + ZU(a]U_l)

Les matrices &;(z), appelées spin coefficients, ont une formulation explicite que 1'on peut
trouver dans [Fin98]; plus précisément,

& = %p(aj ) - %tr(vmvﬂn)%% + étr(mjvmvm)p (2.12)
avec _
p = fEum 17
ou g;; est le tenseur de Levi-Civita défini par €, = v/—g€ijm avec € le symbole de

Levi-Civita d’ordre 4 et g le déterminant de la matrice qui définit la métrique. De plus,
dans les jauges normales &;(x) = 0.

Finalement, pour chaque point x € M nous pouvons choisir une jauge autour de x dans
laquelle les dérivées covariantes des matrices de Dirac valent 0; de plus, en coordonnées
normales® et en utilisant une transformation de jauge globale’, nous avons v/ (x) = 47 et
0;gi(x) = 0. Par conséquent, les dérivées covariantes en = sont des dérivées partielles et
nous en déduisons que

Vi(x) =4, Opy(x) = 0. (2.13)
En conclusion, 'opérateur de Dirac physique est un opérateur différentiel du premier ordre
de la forme (2.7) tel que Vo € M, il existe une carte et une jauge telles que la condition

6Le systeme des cordonnées normales en un point x sur une variété différentielle, munie d’une connexion
affine symétrique, est un systeme de coordonnées locales dans un voisinage de = obtenu en utilisant ’ap-
plication exponentielle de I'espace tangent en x. Dans un systéeme de coordonnées normales, les symboles
de Christoffel de la connexion valent 0 au point x.

"C’est-a-dire constante.
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(2.13) est satisfaite et B(z) = 0. Dans une carte et une jauge quelconque, cet opérateur
s’écrit sous la forme

D =iy'D; = iy’ (9; — ia;) ++°&;

avec les matrices £ qui prennent en compte la présence du champ gravitationnel et les a;
qui peuvent étre identifiés avec les composantes du potentiel électromagnétique. En effet,
le potentiel électromagnétique est habituellement introduit dans ’équation de Dirac par
la procédure de couplage minimal, c’est-a-dire en remplacant 0; par la quantité 9; — ieA;
(voir [BD64]). Cela implique que, en présence d'un champ électromagnétique, I'opérateur
de Dirac est défini par

D =i’ (z)(9; — ieA;) + B(x) (2.14)

avec

B(z) = v/ (2)&;(x). (2.15)

Les équations d’Einstein—Dirac—Maxwell peuvent étre écrites sous une forme variation-
nelle ot I'intégrale d’action est définie par

1

I:/;lﬁa(p—m)wa\/—_gd%— o

FFP\/—gd'z + % / R/ —=gd'zx
T
= /(ﬁp + EE + Eg) vV —g d4l’ = /E\/—g d4$. (2.16)

Nous observons que I’équation de Dirac pour chaque particule est obtenue a partir de
T en considérant la variation de l'intégrale d’action par rapport & .

Ensuite, nous pouvons montrer que les équations de Maxwell sont les équations d’Euler-
Lagrange de L par rapport a la variation de chaque composante du quadri-vecteur A. Si
nous considérons les équations d’Euler-Lagrange

5 ILV=g) 9(Ly=g)
" O(0pA;) DA,

=0,

nous obtenons les équations de Maxwell
ViF* = dme Y a1
a=1

avec V,F7* la dérivée covariante de F7%: plus précisément, V, F7*F = \/%—gak (Fi*/=g).

En conclusion, les équations du champ d’Einstein s’obtiennent a partir de Z en considé-
rant la variation de I'intégrale d’action par rapport a la métrique. En utilisant la définition
et les propriétés de la courbure scalaire et du tenseur de Ricci ([ABS75]), nous avons

5/£G\/_—gd4x _ %/Gwég“”\/_—gd‘lx
T
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ounG, =R, — %Rgm, est le tenseur d’Einstein. Nous rappelons que

1
0N/ —g = —§guyég“”\/—g. (2.17)

Ensuite, par un calcul direct, nous obtenons
1 1
6/£E\/—g dtz = 8_/ (F”ka,, + ZFagFaﬁgW) 09" \/—g d'z;
i

nous notons F,, le tenseur d’énergie-impulsion di au champ électromagnétique et donné
par

1 k 1 «Q
E,. = g (FM Fi + 7 FagF ng) : (2.18)

Puis, nous définissons le tenseur D, tel que
1
5/LD\/—g d'z = §/Duyég"”\/—g diz;
ce tenseur représente le tenseur d’énergie-impulsion lié a la présence des particules de Dirac.

Finalement, le principe de moindre action par rapport a la métrique donne les équations
d’Einstein ; en effet, 6Z = 0 implique

1 1 1
_D v _E v _G v — 07
2k * 2k + 1670 "
c’est-a-dire
G = =811},
avec
Tw =Dy + Eyy. (2.19)

Dans la suite, nous considérons le cas d'un systeme statique, a symétrie sphérique
de deux fermions dans un état singulet, c’est-a-dire avec spins opposés. En coordonnées
polaires (¢,r,1, ¢), la métrique de 'espace-temps est définie par

1 1
gij = diag <7727 1 —7"2, —r? gin? 19> (2.20)
g = diag (T2 ~A,— > —— L (2.21)
’ Tor?2’ r2gin? g :

on A = A(r) et T = T(r) sont des fonctions positives. Afin d’avoir un espace-temps
asymptotiquement plat, nous supposons

lim T'(r) =1,
lim A(r) = 1.

T—00
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De plus, nous imposons que les solutions aient une masse (ADM) finie, c’est-a-dire

.
lim —(1 — A(r)) < oc.
r—00
Finalement, nous cherchons des solutions des équations d’Einstein—Dirac-Maxwell qui
s’écrivent sous la forme
i (I>1u
s e 2.22
¢u e ). (2.22)
pour a = 1,2. La matrice 0" = (¢! cos 9 + % sin v cos  + 2 sin ¥ sin @) est une combinai-
son linéaire des matrices de Pauli 5%, ®;(r), ®5(r) sont deux fonctions radiales & valeurs
réelles, u; = (1,0) et uy = (0,1). Nous remarquons que la matrice ¢” s’écrit sous la forme
0" =G -e. avec ¢ = (6!,5%,53) et e, le vecteur unitaire dans la direction radiale en
coordonnées sphérique.

2.1. Solutions localisées des équations d’Einstein—Dirac

Dans le chapitre I, nous étudions les équations d’Einstein—Dirac pour un systeme sta-
tique, a symétrie sphérique de deux fermions dans un état singulet. En utilisant une
méthode numérique, F. Finster, J. Smoller et S.T. Yau ont trouvé, dans [FSY99b], des
solutions localisées des équations d’Einstein—Dirac; dans cette these, nous donnons une
démonstration rigoureuse de leur existence par une méthode de perturbation®. A cause de
I’absence de I'interaction électromagnétique, cette configuration ne représente pas un sys-
teme physique réel; il s’agit, en revanche, d’'un modele qui permet de mieux comprendre
les équations et leurs solutions. La méthode développée dans le chapitre I sera généra-
lisée dans le chapitre II au cas plus intéressant du point de vue physique des équations
d’Einstein—-Dirac-Maxwell.

Premierement, nous devons écrire I'opérateur de Dirac dans un espace-temps statique,
a symétrie sphérique avec le tenseur métrique défini par (2.20). Comme dans [FSY99b],
pour les matrices de Dirac nous choisissons une combinaison linéaire des matrices 4, avec
4% les matrices de Dirac dans I'espace-temps de Minkowski. Plus précisément,

A= T3, (2.23
v = VA cos?+ 5 sindcosp + 7’ sindsingp) (2.24)
1
A= = (—"yl sin ) + 47 cos ¥ cos  + 7 cosﬁsingp), (2.25)
,
1
¢ = —7* s ¥ : 2.26
ol —— (=7 sinp + 7 cos ) (226)

En utilisant la définition (2.15) pour la matrice B(z), nous pouvons écrire 'opérateur de

8Pendant I’écriture de ce manuscrit, nous avons découvert que le professeur David Stuart a obtenu et pu-
blié le méme résultat sur les équations d’Einstein-Dirac, par des arguments tres proches, indépendamment
et simultanément ([Stul0]).
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Dirac dans ’espace-temps considéré et nous obtenons
i T
2T

En utilisant (2.22), I’équation de Dirac devient un systeme de deux équations differentielles
ordinaires

=70 +9" (iar + ; (1—A7Y%) — ) + 770y + i7¥0,. (2.27)

VAP, _—q>1 (WT + m)®,,

1
\/ZCI)/Q = (CL)T — m)@l — —(1)2.
r

En absence du champ électromagnétique, le tenseur d’énergie-impulsion 7}, est défini
a partir de la variation de I’action de Dirac

[ 3 ulD ~ myuy=g it

par rapport a dg"”. Etant donné dg;; une variation arbitraire du tenseur métrique, la
variation des autres quantités est donnée par

89" = —g" g dgn, (2.28)
1
oy’ = —59716(5%1)717 (2.29)
1
0y = 5(59k1)7k- (2.30)

Ensuite, nous remarquons que, l'action étant réelle, il est suffisant de considérer la partie
réelle de l'intégrande et, les fonctions d’onde 1), étant solutions de 1’équation de Dirac,
nous pouvons écrire

0 / > (D = m)ay/—g d'z = / ReZw’a (i(67))0; + 6B) Yav/—g d'x

/Re2¢a Var/—g d*z.

En effet, pour deux fermions dans un état singulet, nous avons

2
> udB, =0

a=1

([FSY99b]). Donc

2
5/2%(9—7”)%\/—_9614%:/ RGZQpa Y0y Q/Ja(;gw\/_dzl
a=1

11 ° . ) v 4
:/5 §Re;wa(z%8y+2%3ﬂ)w 0"/ —gd-x
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et

1

2
T = 5 Re > o (9,00 + i70,) Yo
a=1

En conclusion, en utilisant (2.22) et (2.23-2.26), nous avons
. 1 1
T = —gdiag (2wT2\<I>\2, —2wT?|®)* + AT @105 + 2mT (@] — @3),
1 1
T, D, —2T—<I>1<I>2) .
r r

Le tenseur d’Einstein est défini par G'; = R'; — 3R’ et, dans 'espace-temps considéré,
est donné par

1A A
0 _
Co=—pmtaty
1 A 24T
Gh=-5+5-"
! 72 * r2 T’
s A AT AT 2AT? AT
2T e T 2T T T
G =0sii#]j

(voir [ABS75] pour plus de détails). Par conséquent, les équations de champ d’Einstein
sont données par

— 167wT? @) = rA’ — (1 — A),
!

1 T
— 167wT?|®|* + 327rT;<I>1<I>2 + 167mT (97 — ®3) = 27«14? + (1 — A),

AT T 2 A T
2 9p? (T) — T+

QT—”—H"
2A T

1
167 T-B Dy — A
Omd 81 "7 2AT

avec | P2 = ®F + 2.
En conclusion, les équations d’Einstein—Dirac s’écrivent sous la forme

1
VAP, = —®; — (WT +m)ds, (2.31)
r
— 1
rd’ = 1—A—16wT* (97 + 03), (2.33)

T’ 1
A = A-1- 167wT? (@7 + @3) + 321 —T®1®, + 167mT (@] — @3). (2.34)

Nous observons que la derniere équation de champ d’Einstein est impliquée par ce sys-
teme d’équations. Les solutions des équations (2.31-2.34) doivent satisfaire la contrainte de

normalisation suivante - T .
/ PP —=dr = —. (2.35)
0

VA 4
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Dans le chapitre I, nous prouvons, par une méthode de perturbation, I'existence des
solutions des équations (2.1-2.2) qui s’écrivent sous la forme (2.22). En particulier, nous
utilisons l'idée décrite par Ounaies dans [Oun00] (voir aussi [Gua08] pour une démons-
tration rigoureuse, basée sur 'argument de Ounaies, de l'existence de solitons de Dirac).
Ounaies, par une méthode de perturbation, construit les solutions d’une équation de Dirac
non linéaire a partir de celles d'une équation de Schrédinger non linéaire. De la méme
facon, nous construisons les solutions de nos équations a partir de celles de I’équation de
Choquard non linéaire,

2
—Au+ 2mu — 4m? /Mdy u=20
s (T — Yl

dans H'! (R3) (voir [Lie77], [Lio80], [Len08] pour plus de détails sur I'’équation de Choquard).
Plus précisément, nous choisissons comme parametre de perturbation la différence entre la
masse m du fermion et la fréquence temporelle w de sa fonction d’onde (voir (2.22)).

Le résultat principal du chapitre I est le théoréeme suivant.

Théoréme 2.1. Etant donné 0 < w < m tel que m — w soit assez petit, il existe une
solution non triviale des équations (2.31-2.34).

La condition m — w petit signifie que nous considérons un régime faiblement relativiste.

2.2. Solutions localisées des équations d’Einstein—Dirac—Maxwell

Dans le chapitre II, nous généralisons le résultat décrit dans le chapitre I aux équa-
tions d’Einstein—Dirac-Maxwell et nous montrons, dans le cas particulier d'un couplage
électromagnétique faible, 'existence des solutions obtenues numériquement par F. Finster,
J. Smoller et S.T. Yau dans [FSY99a].

Comme dans le chapitre I, nous considérons un systeme statique, a symétrie sphérique
de deux fermions dans un état singulet ou la métrique est définie par (2.20) et nous cher-
chons des solutions qui s’écrivent sous la forme (2.22). Pour écrire les équations d'Einstein—
Dirac-Maxwell dans ce contexte, nous modifions les équations d’Einstein—Dirac. Dans le
cas statique, les fermions génerent un champ qui est seulement électrique et donc nous
pouvons supposer que le potentiel électromagnétique s’écrit sous la forme A = (—=V,0)
avec V' le potentiel de Coulomb (voir [FSY99al).

L’opérateur de Dirac est alors donné par

¢ . e l _1/9 i1 9 ,
D =iy (0 +ieV) + <Z(9,~ + (1—A7Y2) - §?> + 1770y + %0, (2.36)

et, la dépendance en temps des fonctions d’onde (2.22) étant de la forme exp(—iwt), il
suffit de remplacer w par la quantité w — eV. Par conséquent, les équations de Dirac sont
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données par

1
VAP, = ;cpl — ((w— eV)T + m)®.,

1
VAP, = (w—eV)T — m)®d; — .

Ensuite, pour écrire les équations d’Einstein, nous devons prendre en considération la
présence du champ électromagnétique dans la définition du tenseur d’énergie-impulsion.
En particulier,

Ty = Dy + B
avec
2
1 = . . .
D,, = 5 Re Z Vo (17,(0, — 1eAy) + 17, (0, —ieA,)) Vo (2.37)
a=1
et
U (o Lo pos
EMV = E F/L Fr, + Z OéBF uv | - (238)

Dans le cas que nous considérons, le tenseur électromagnétique est défini par

0 V' 0 0
-V 0 0 0

Fag 0 0 00
0 0 00

et, par conséquent, le tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique est donné

par
, 1
B'; = —diag <AT2 (V)2 AT? (V')2, —AT* (V')?, — AT? (v’)2> . (2.39)
T
En ce qui concerne le tenseur d’énergie-impulsion des particules de Dirac, nous utilisons
les définitions (2.22), (2.23-2.26) et (2.36), et nous obtenons

;1 1
D', :ﬁdzag (Q(w — eV)T?®?, —2(w — eV)T?®|* + 4T;<I>1<I>2 +2mT (@} — @3),
1 1
—2T—®1 D5, —2T—¢>1®2) . (2.40)
r r

Donc les équations de champ d’Einstein sont données par

PA £ A= 1= = 16m(w — eV)TH(®F + 8F) — r*AT* (V')°,
/

T 1
I —A+2rA =— 167 (w — eV)T?(®F + 3) + 32T~ ®1®, + 167mT (@] — @3)
+r?AT? (V')?
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et

1

T// AITI Tl Al Tl
2 oy <—) — —160T =B By — r2AT? (V')?.
r

Al e s
" T oar T oA T

Finalement, grace a la conservation du courant, les équations de Maxwell sont réduites
a I’équation différentielle ordinaire du second ordre

2
0, (F"/=g) = dmey/=g > tar'ta
a=1

et, en utilisant les définitions (2.22), (2.23) et celle du tenseur électromagnétique, nous

obtenons
T

VA
Pour résumer, les équations d’Einstein—Dirac—-Maxwell pour un systeme statique, a

symétrie sphérique de deux fermions dans un état singulet et avec un potentiel électroma-
gnétique A = (—V,0) s’écrivent sous la forme

1

(»VATV") = —8me (2 + 83)

VA, = 01— ((w = V)T +m)®y, (2.41)

VAP, = ((w—eV)T —m)d; — %@2, (2.42)

rd = 1—A—16r(w—eV)T? (0] + @3) — 2AT2 (2.43)
QTAZI = A—1-167(w—eV)T? (] + P3) + 327 76,0,

+16mmT (92 — ®2) + r2AT? (V')?, (2.44)

r?AV" = —8re (@] + ®3) — <2rA + TQAg + %QA/> % (2.45)

avec la condition de normalisation

°° T 1

Finalement, nous supposons
lim V(r) =0

r—00
(voir [FSY99al).

Dans le chapitre II, par une méthode de perturbation, nous montrons de maniere ri-
goureuse 'existence de solutions des équations d’Einstein—Dirac-Maxwell pour un systeme
statique, a symétrie sphérique de deux fermions dans un état singulet et dans le cas d'un
couplage électromagnétique faible. Plus précisément, en utilisant de nouveau l'idée intro-
duite par Ounaies pour une classe d’équations de Dirac non linéaires (voir [Oun00]) et
adaptée dans le premier chapitre ([RN10]) aux équations d’Einstein-Dirac, nous obtenons
le théoreme suivant.
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Théoréeme 2.2. Etant donné e,m,w tels que e —m? <0, 0 < w < m avec m — w assez
petit ; il existe une solution non triviale de (2.41-2.45).

Les solutions des équations d’Einstein—Dirac—Maxwell sont construites a partir des so-
lutions de I’équation de Choquard,

—Au+ 2mu — 4(m* — e*)m (/ M dy) u=20 (2.47)

s |z —yl

dans H' (R3), par une méthode de perturbation ; '’équation (2.47) est la limite non relati-
viste des équations d’Einstein—Dirac—-Maxwell. La constante 77@722 représente le rapport entre
les constantes de couplage électrostatique (parametre e) et gravitationnel (parametre m).
En supposant m? > e?, attraction gravitationnelle domine la répulsion électrostatique
et une solution des équations d’Einstein—Dirac—Maxwell peut étre obtenue a partir d’une
solution de (2.47). Nous remarquons cependant que les particules élémentaires connues
vérifient e? > m?.

2.3. Perspectives : analyse de la constante de couplage électro-
magnétique

Dans la section précédente, nous avons parlé de couplage électromagnétique faible car
le rapport entre les constantes de couplage électromagnétique et gravitationnel est supposé
étre strictement inférieur a 1, c’est-a-dire =5 < 1, et nous avons démontré l'existence de
solutions des équations d’Einstein—Dirac-Maxwell dans ce cas particulier. La question qui
se pose naturellement est : existe-t-il des solutions des équations d’Einstein—Dirac—-Maxwell

pour 7;—22 > 17 En effet, dans [FSY99al, les auteurs trouvent numériquement des solutions

des équations d’Einstein—Dirac—Maxwell lorsque ;—22 > 1.

Comme nous le verrons dans le chapitre I1, les solutions des équations d’Einstein—Dirac—
Maxwell sont construites & partir des solutions de I'équation (2.47) dans H' (R?), par une
méthode de perturbation. Si €2 — m? > 0, le potentiel de (2.47) est répulsif et 1’équation
n’a pas de solutions non triviales dans H' (R?); de méme, si e? —m? = 0, 'unique solution
de léquation (2.47) dans H' (R?) est u = 0. Cela signifie que, si ;—22 > 1, les équations
d’Einstein-Dirac-Maxwell ne peuvent pas avoir de solutions dans la limite non relativiste ;
en effet, cela est confirmé par les calculs numériques que 'on trouve dans [FSY99a]. Dans
ce papier, les calculs numériques semblent indiquer 'existence de solutions des équations
d’Einstein—-Dirac—-Maxwell fortement relativistes lorsque ;—22 est égal a 1 ou légerement
supérieur. Nous aimerions pouvoir expliquer de facon rigoureuse les résultats numériques

obtenus pour > 1.

3. La théorie de champ moyen relativiste (Partie B)

Dans la partie B de cette these, nous étudions les équations de champ moyen relativiste
du noyau atomique.
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Bien que souvent utilisés dans la pratique, les modeles issus de la physique nucléaire
ont été tres peu abordés d’un point de vue mathématique. Certains modeles non relati-
vistes de physique nucléaire ont été étudiés par D. Gogny et P.L. Lions dans un article de
1986 ([GLS86]); en revanche, a notre connaissance, il n’existe pas d’études mathématiques
rigoureuses de modeles relativistes issus de la physique nucléaire.

En physique nucléaire, la théorie de champ moyen relativiste (Relativistic mean-field
theory RMFT) décrit les nucléons, protons et neutrons, comme un systeme de particules
de Dirac qui interagissent via I’échange de particules virtuelles, appelées mésons, et de pho-
tons. Pendant les dernieres années, la théorie de champ moyen relativiste a recu une grande
attention en raison de la description qu’elle offre de beaucoup de phénomenes nucléaires. I1
a été montré que le modele de champ moyen relativiste décrit efficacement la structure du
noyau et donne une description naturelle de certains effets relativistes observés expérimen-
talement tels que 'interaction spin-orbite ; ¢’est la raison pour laquelle le modele de champ
moyen relativiste peut étre considéré comme une généralisation de certains modeles non
relativistes, tels que le modele Hartree-Fock avec une interaction de Skyrme ou de Gogny,
ou les forces effectives, qui ne sont pas appropriées dans une formulation relativiste, sont
remplacées par des potentiels moyens, qui représentent des degrés de liberté indépendants.

Le modele de champ moyen relativiste est formulé sur la base de deux approximations :
I’approximation de champ moyen et I’approximation no-sea. D'une part, grace a ’approxi-
mation de champ moyen, les nucléons évoluent indépendamment les uns des autres sous
I'influence d'un potentiel moyen créé par les champs des mésons et des photons qui sont
considérés comme des champs classiques; d’autre part, grace a ’approximation no-sea, le
role des états d’énergie négative appartenant a la mer de Dirac n’est pas pris en compte et
le polarisation du vide est négligée.

La théorie de champ moyen relativiste est une théorie effective : le Lagrangien du
modele est un Lagrangien effectif par rapport aux approximations de champ moyen et no
sea. Etant donné que 'on ne connait pas explicitement la transformation du Lagrangien
de la théorie sans approximation au Lagrangien effectif, les parametres du modele doivent
étre ajustés sur des données expérimentales. Par conséquent, les effets de polarisation du
vide ainsi que les effets de corrélations ne sont pas omis completement mais ils sont pris en
considération implicitement a travers I’ajustement des parametres du modele.

Dans le modele de champ moyen relativiste décrit dans cette these, nous prenons en
considération le potentiel créé par le méson o qui est responsable d’une interaction at-
tractive de moyenne portée, par le méson w qui définit une interaction répulsive de courte
portée, par le méson p qui décrit les effets dépendant de I'isospin? et par les photons qui
caractérisent l'interaction électromagnétique (voir [Rei89], [GM96]).

9L’isospin (contraction de spin isotopique) est un nombre quantique lié & l'interaction forte. En 1932,
Heisenberg observa que, mis a part leur différence de charge, le proton et le neutron ont des propriétés
trés similaires : leur masse est presque identique et ils se comportent de la méme fagon du point de vue
de l'interaction forte. Ainsi, le proton et le neutron peuvent étre considérés comme deux états de la méme
particule, le nucléon, associés & une projection d’isospin différente ([Gri87], [GM96]).
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Le Lagrangien de la théorie de champ moyen relativiste s’écrit sous la forme
‘C = ‘Cnucleons + ‘Cmesons + 'Ccoupling' (31)

Le Lagrangien pour les nucléons est donnés par

nucleons Z waq)oa ]]-2 X Y ) au - mb)ll)oc (32)

avec w, le poids d’occupation de chaque orbitale, {2 le nombre d’orbitales, m; la masse
d’un nucléon, " les matrices de Dirac et 1V, la fonction d’onde d’un nucléon. Lorsque

I'isospin des particules n’est pas fixé, P, est une fonction & valeurs dans C?> ® C* et

Vo = V7 (1o ®4°) avec 1y = ( (1) (1) > De plus, les fonctions d’onde des nucléons doivent

satisfaire la contrainte [p, W3 (¢, 2)Wg(t, 2) d*x = dap.
Le Lagrangien pour les champs de mésons est défini par

1 1 —
Lmesons = 5(8#0'8#0 - TTL(270'2) - 5(8#60”8“(,&)1, —m? w”wu)

—%(—GNRV-(’)MRV m’R"- R )——auAvaA (3.3)

ol 0, wt et R* décrivent respectivement les champs générés par le méson o, w et p, et A*
indique le champ créé par les photons. De plus, une dérivée antisymétrique est définie par

orAY = orAY — 0" AP,

Nous remarquons que si A" sont les composantes du quadri-vecteur du potentiel électro-
magnétique, alors

1 1
SOAOA, = L F P

ou F),, est le tenseur électromagnétique défini par (2.4). Finalement, le Lagrangien pour le
couplage s’écrit sous la forme

»Ccoupling = —Go50pPs — gwwupu - ngM *Pu— GAMPZ -U (U) (34)

ou U (o) = %b20'3 + %6304 est une terme qui représente un auto-couplage non linéaire du
méson o. Lorsque U (o) = 0, le couplage entre nucléons et mésons est linéaire ; ce modele
avec couplage linéaire reproduit correctement la propriété de saturation de la matiere nu-
cléaire et l'interaction spin-orbite, il s’agit donc d’un bon point de départ pour la théorie
de champ moyen relativiste.
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Les densités sont données par

Q

Ps = Z wall_)all)ou (35)
a;l )

Pu :Zwawa (12 ®7,u) 1I)ou (36)
a;l )

P = Z wal-l)a (+ ® 7#) l-l)aa (37)
Ol;]. ) 1

Pz = Z WaPa (5(]12 +70) ® 'yu) V. (3.8)
a=1

Nous rappelons que R et p sont des vecteurs dans I'espace tridimensionnel d’isospin et - est
le produit dans cette espace!®, et 7 est le vecteur des matrices de Pauli qui intervient dans
la définition de I'opérateur d’isospin. Plus précisément, les trois composantes de I’opérateur
d’isospin sont définies par t = %f' et, en particulier, la troisieme composante est donnée

par
bl _1(1 0\,
0_57_0_5 0 -1 )

I’état de proton, représenté par le vecteur ( ), est le vecteur propre de 7y associé a la

0

. , o 0
valeur propre 75 = 1 tandis que I'état de neutron, représenté par le vecteur < 1 ), est le

vecteur propre de 7y associé a la valeur propre 79 = —1.

Nous remarquons que le modele contient comme parametres les masses des mésons m,,,
m,, et m,, et les constantes de couplage g,, gu, gy, b2 et b3. En revanche, la masse m,, du
nucléon est fixée.

La plupart des applications de la théorie de champ moyen relativiste s’intéressent a
la description de I’état fondamental ou, plus généralement, des états stationnaires; par
conséquent, nous considérons les équations de champ moyen relativiste dans le cas statique
et, afin d’écrire ces équations a partir du Lagrangien, nous introduisons quelques conditions
supplémentaires.

Premierement, nous supposons qu’en physique nucléaire ’état de chaque nucléon est
un état pur d’isospin, c’est-a-dire qu’il s’agit ou bien d'un proton ou bien d’un neutron;
cela signifie que 1’état de chaque nucléon est un vecteur propre de I'opérateur 7, et, par
conséquent, il est suffisant de considérer seulement la troisieme composante des vecteurs
dans l'espace d’isospin, ce qui donne R4y, = 0 et piq, = 0.

Deuxiemement, dans le cas statique, les dérivées temporelles et les composantes spa-
tiales des densités et des champs valent zéro; donc, seulement les champs o, wy, R et Ag

10Nous utilisons ici la notation de [Rei89] o la troisiéme composante des vecteurs dans 'espace d’isospin
est indiqué avec l'indice 0.
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interviennent dans le Lagrangien.

Finalement, la fonction d’onde d’un nucléon est de la forme 1, = ( (1] ) ® 1, s'il s’agit

d’un proton, et P, = < (1)

dans C* et peut s’écrire sous la forme
Vo(t, x) = ety (z) (3.9)

ou £, > 0 représente 1’énergie de chaque particule.
En résumant, le Lagrangien de la théorie de champ moyen relativiste dans le cas statique
est défini par

) ® 1, 8’1l s’agit d’un neutron. La fonction v, est a valeurs

Q
_ . 1 . 1, ..
['static = Z wawa(ga’yo + z"yJ@j — mb)wa -+ 5(83083-0 — m§02) — 5(83w08jw0 — miwg)

a=1

1, . 1 .
- 5(8]300@'300 —m>R5,) — §a]AOajAO — 9o0Ps — Juopo — gpFoopoo
—eAopg — U (0)

avec j un indice de sommation sur les composantes spatiales et ¢, = ¥*~°.

En conclusion, en considérant la variation de 'action Siiup. = f Lsiatic d>x par rapport
aux fonctions d’onde conjuguées de chaque nucléon, aux champs des mésons et au champ
électromagnétique, nous obtenons

EaYoUa = [—iv -V +my+ go0 + guwoo (3.10)

1
+9,Ro0v070 + 56140’70(1 +70) | Yas

(—A+mg)o+U'(0) = —gops, (3.11)
(—A+m)wo = gupo, (3.12)
(=A+m2)Ro = gppoo, (3.13)

—AAy = ep;, (3.14)

avec v = (v1,72,7%). Ce systeme d’équations et la définition des densités représentent
un probleme de champ moyen auto-cohérent qui peut étre résolu numériquement en uti-
lisant un schéma itératif (voir [Rei89], [BSM89]). Notons qu’il n’existe pas de preuve de
convergence de cet algorithme.

3.1. Existence de solutions pour des équations de champ moyen
relativiste
Dans le chapitre III, nous présentons un résultat qui concerne l’existence de solutions

pour les équations de champ moyen relativiste dans un cas statique et en 1’absence d’un
auto-couplage non linéaire du méson o.
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Nous considérons le cas sans auto-couplage non linéaire du méson o, c’est-a-dire by =
bs = 0, et nous choisissons une occupation fixe des orbitales; cela signifie que les poids
d’occupations w, sont définis par

1 a=1,...,A
Wy = (3.15)

0 sinon

avec A le nombre de nucléons. Les équations (3.11-3.14) peuvent étre, ainsi, résolues expli-
citement et nous obtenons

_mUH
o = -9 (6 *ps), (3.16)

4T |-
_mw|.|
Jw (€
= 3.17
o = (e 10
—mpl|
9o [ €
Ryy = == 3.18
00 4%( ] */)00>7 ( )
A = S (Lag (3.19)
0o — A | . | Po | - ’
Donc I'équation (3.10) devient
2 /=Ml 2 /oMol
9o (€ 9o (€
oo = |Hy— B== * Dg = * 3.20
oot = [m=5 2 (e )+ £ (S em) 320
2 —myl| 2
gp (& L 1 (& 1
Zp (1 Y (R N
+TO47T( || *p00)+2( +7—0)47T (||*p0):|¢
avec Hy = —ia- V + fmy, V'opérateur de Dirac libre. En utilisant la convention 7 = 1 pour
les protons et 7y = —1 pour les neutrons, les densités peuvent étre écrites sous la forme
A —
ps = > Ui, (3.21)
k=1
A
po = Y Ui, (3.22)
k=1
z A
poo = > Uik — > Uik, (3.23)
k=1 k=Z+1
z
o= D Vit (3.24)
k=1

avec Z le nombre de protons, N = A — Z le nombre de neutrons et ¢; = ¥ ; de plus, les
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équations de Dirac non linéaires sont données par

—ma || 2 —me||
go‘ € 9o (€
H, v = [Ho e (—’ N *Ps) o ( *Po)

+ N (3.25)
2 —my )| 2
9, (e e 1 . .
+47T< || *p00>+4ﬂ‘ <||*p0):| ¢Z_€Z¢Z
sil<i1<Z, et
—me || 2 —m ||
g € g €
H,ov¥;, = |Hy— =2 B = 3.26
»\Pw [ 0 477'( || *p)+47'('< || *100) ( )

2 —mp|-|
e (2 *poo | | Vi = €t
47 ||

:(¢17---7¢Z,¢Z+1,...

siZ+1<i<A, avec ¥
pour 1 <i,j < Zetpour Z4+1<1,j<A

,14) et sous les contraintes fRB Vi =

— b,
Nous remarquons que les équations de Dirac non linéaires sont les équations d’Euler-
Lagrange de la fonctionnelle d’énergie

A
> [ gz [ [ ey 2)
: 3 R3 xR3 |$_?J|
// pol ) e~ melr=yl dxdy
R3xR3 |x_y’

// poo(® Poo(y)e_mp\x_m dady
R3xR3

\fv - y\
R3xR3 |$—y’

sous les contraintes fRS Yip; = o pour 1 < 4,5 < Z et pour Z+1 < 4,5 < A Ici

nous pouvons supposer que la matrice des multiplicateurs de Lagrange est diagonale car la
fonctionnelle £(W) est invariante par transformations de (¢,

— Up 0
o= (v )
avec U, (resp. U,,) une matrice unitaire de taille Z x Z (resp. N x N). Dans la fonctionnelle

d’énergie, nous remarquons que seul le méson ¢ modélise une interaction attractive. En
effet, si f est une fonction a valeurs dans R

[ L0 vy [ i
R3xRs [T — Y| R

k2 + A2
avec C' une constante positive et f la transformée de Fourier de f. Par conséquent, le terme

// pS Ps ) —ma|:c—y\ dl’dy
R3xR3 |93—?J|

.,4) de la forme
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est négatif et représente un phénomene de type attractif.

La fonctionnelle (3.27) étant non bornée inférieurement sous les contraintes [, ¥1); =
d;j, nous introduisons, en suivant l'idée suggérée dans [ESO1] (voir aussi [ELS08]), le pro-
bleme de minimisation suivant

I = inf{f(@)nﬂ € (H”Q)A/ iy =05, 1 <0, j < Z,Z+1<i,j <A, (3.28)
R3
A;\I/(wb tee 7’¢Z) = 07 A;L,\Il(wz+17 v 711/}14) = 0}

avec sa généralisation

R3

Z+1 <1, §A7 A;,\I/(@Z’l,---ﬂbZ):O’
A'r_L,‘l/(Qz]Z-i-lv"'a,[vZ}A) = O} (329)

ou, pour i = p,n, A;\y = X(—00,0)(H,,w) est le projecteur spectral négatif de I'opérateur

H

s

A;\I,(z/}h o g) = (A;Wu .. ,A;q,wz) =AY,
et
A;,\I/@/}ZJrl? cee 7¢A) = (A;L,\prH, s 7A;L,\p¢A) = A;\I/wn

Le fait d’introduire une contrainte de la forme A o¥, =0, pour o = p,n, est di a M.J.
Esteban et E. Séré dans le cas des équations de Dlrac Fock (v01r [ES01]). Cette contrainte
a une interprétation physique; plus précisément, en ’absence de polarisation du vide, le
projecteur spectral négatif A;\I, représente la mer de Dirac. A cause de I'interprétation du
spectre négatif et en accord avec le principe d’exclusion de Pauli, I’énergie ¢; de chaque
particule doit étre strictement positive et, par conséquent, ¥, doit appartenir au sous-
espace spectral positif de H,, y pour p = p,n. L’introduction de la contrainte A ¥, =0
est d’une part fondamentale car cela permet de transformer un probleme fortement indéfini
en un probleme de minimisation; d’autre part, la gestion de cette contrainte n’est pas
évidente et constitue la difficulté principale des preuves des résultats qui suivent.

Dans le chapitre III de cette these, nous prouvons que si les constantes de couplage
Jos 9w 9p €t € sont suffisamment petites, alors une solution des équations (3.25) et (3.26)
peut étre obtenue comme une solution du probleme de minimisation (3.28).

Théoreme 3.1. Si les constantes g,, gu, g, €t e sont suffisamment petites, alors un mini-
miseur de (3.28) est une solution des équations (3.25) et (3.26).

De plus, en appliquant la méthode de concentration-compacité ([Lio84a], [Lio84b]), nous
obtenons le théoreme suivant qui est le résultat principal de cette partie de la these.
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Théoreme 3.2. Si les constantes gy, ., g, et e sont suffisamment petites, toute suite
minimisante de (3.28) est relativement compacte a une translation prés si et seulement si
la condition suivante est satisfaite

T<T(My.oo da)+T(1=A,. 1= Ay) (3.30)

A
quels que soient \p € [0,1], k=1,..., A tels que > A\, € (0, A).
k=1

En particulier, si (3.30) est satisfaite, alors il existe un minimum de (3.28).

Ce résultat est intéressant du point de vue mathématique et du point de vue physique
parce qu’il donne une condition qui garantit I'existence d’une solution d’énergie minimale
des équations (3.25) et (3.26). De plus, il s’agit du premier résultat qui fait un lien entre
I’existence de points critiques d'une fonctionnelle d’énergie fortement indéfinie et les inéga-
lités de concentration-compacité strictes.

La condition g, g., g, et e suffisamment petites signifie que I'on considére un régime
faiblement relativiste. Dans notre démonstration des théoremes 3.1 et 3.2, cette condition
est nécessaire pour différentes raisons. Premierement, si les constantes ¢, 9w, g, et e sont
suffisamment petites, nous pouvons montrer que H, ¢ est un isomorphisme auto-adjoint
de H'/? & son dual H~/2 dont l'inverse est borné indépendamment de ¥. Deuxiemement,
nous avons besoin de cette condition pour prouver que toute suite minimisante de (3.28)

est bornée dans (H 1/ 2(R?’))A. Nous notons que les estimées sur g,, g.,, g, et e sont explicites
jusqu’a ce point. Finalement, dans la preuve des deux théoremes, nous utilisons le théoreme
des fonctions implicites avec ¢,, g, g, et e comme parametres.

Ce résultat est différent de celui obtenu par Esteban—Séré pour les équations de Dirac-
Fock (voir [ES99], [ES01]). Dans [ES99]|, par une méthode variationnelle sophistiquée,
Esteban—Séré ont prouvé 'existence d’une infinité de solutions des équations de Dirac—Fock
et, dans [ES01], ils ont montré que, dans un régime faiblement relativiste, la « premiere »
solution des équations de Dirac-Fock trouvée en [ES99] minimise I’énergie de Dirac-Fock
parmi toutes les configurations qui sont orthogonales a la mer de Dirac. Leur méthode
variationnelle tire parti du fait que la fonctionnelle d’énergie de Dirac—Fock n’est pas inva-
riante par translation : elle contient un terme d’attraction par le noyau qui tend a confiner
les électrons. L’interaction non linéaire est en revanche purement répulsive ce qui fait que
le recours a la concentration-compacité n’est pas nécessaire. Au contraire, la fonctionnelle
d’énergie que nous considérons est invariante par translation et un des termes d’interac-
tion non linéaire est attractif; du fait de I'invariance par translation, nous sommes amenés
naturellement a utiliser un argument de type concentration-compacité.

3.2. Perspectives : étude de la limite non relativiste

Le modele de champ moyen relativiste est intéressant car il fournit une description na-
turelle de certains effets relativistes observés expérimentalement. Il est utile, pour mieux
comprendre ’approche relativiste, d’étudier la limite non relativiste des équations de champ
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moyen relativiste car certaines propriétés qualitatives de ces équations, notamment la pré-
sence d'un terme d’interaction de spin-orbite, peuvent étre déduite a partir de cette limite
non relativiste. La dérivation de la limite non relativiste que nous proposons dans la suite
est faite de fagon informelle et s’inspire de la littérature physique, notamment du papier
de Ring ([Rin96]). Notre objectif est de démontrer de fagon rigoureuse les propriétés qua-
litatives des équations de champ moyen relativiste du noyau atomique en partant de leur
limite non relativiste. Afin de simplifier la discussion a propos de la limite non relativiste,
nous négligeons le champ généré par le méson p et le champ électromagnétique. Ce mo-
dele, appelé modele o-w, est le plus simple de la théorie de champ moyen relativiste (voir
[Wal74], [Wal04]).

Premierement, par un changement d’'unités de mesure dans (3.20), nous introduisons la
vitesse de la lumiere ¢ et nous obtenons

[—ica- V4 B(mpc® + 5) + V], = (mpc® — )ty (3.31)
[—A+m2®]o = —gqcps (3.32)
[—A+mlP|wy = gucpo (3.33)

avec S = g,0, V = g,wp; de plus, nous supposons 0 < p; < myc?. Ensuite, en écrivant

;= ( %: ), les densités sont définies par
J

ps = (lei” = Ix;1%) (3.34)

WE

1

J

(leesl* + Ixs1%) (3.35)

s

[e)

I
(=

j=1

et I’équation (3.31) devient

{ —ico - Vx;+ (S +V)p; = =95, (3.36)

—tco -V, — 2my? +5 -V — 1)x; =0,

avec o = (01,09, 03) le vecteur des matrices de Pauli.
A partir du systéme (3.36), en supposant 2muc® + S —V — p; > 0 et en inversant
formellement l'opérateur de multiplication 2myc* + .S — V' — uj, nous obtenons
—ico - V; —ico - V;

= = . 3.37
2mpct + S =V — ;. 2mpc2+ S =V —py) (8:37)

X

Pour écrire la limite non relativiste du systeme (3.36), nous devons développer le dé-
nominateur de (3.37) par rapport & un parametre petit lorsque ¢ tend vers l'infini. En
physique atomique, on suppose souvent que la quantité S;ﬁ‘;} L est petite pour ¢ — +o00 et
donc on considere un développement par rapport a cette quantité; en physique nucléaire,




36 Introduction et présentation des résultats

cette approximation n’est plus acceptable car expérimentalement la quantité S — V' est
grande. En effet, pour ¢ — +00, nous pouvons écrire

1 2roa 77 1 ’ 1
S = —— (g_a) |: YD) -+ 1:| Ps = —— <g_‘7) Ps + O <_3> ) (338)
c \ Mgy mac C \ Mgy ¢

1 . 21 _A -1 1 g 2 1
Vo= —(g—) { 22+1] poz—(g—) po+0(—3), (3.39)
c \ My, mZc C \My c

et, en accord avec les valeurs physiques des masses des mésons et des constantes de couplage
(voir [Rei89], [Rin96]), nous pouvons supposer

() = G+ o

1 2
- (g—") = 9myc? (3.41)

c \ My

avec a > 0 petit et § > 0. Par conséquent,

A
1
_ 2 2
S+ V =20mye Z; Ix;|° —apo+ O (;) : (3.42)
J:
= 1
_ 2 2
S —V = =29mye 2 lo;|* + apo + O (5) (3.43)
]:

et, en supposant 5pg = O (%),

—1i0 - VQOJ

1
X; = +0 (—2> . (3.44)
e (=950 los) -\

Ensuite, en remplacant (3.44) dans la premiere équation de (3.36) et en écrivant & =
(p1,-..,94), nous obtenons

A
1 )
“om, 0 V (F(®)o - Vi) + Q—WF(CI’)Q; o - Vo,lP0or — apapr = —prpr (3.45)

avec F'(P) = m et pp = 22‘4:1 0512
Pour rendre rigoureuse la dérivation de I’équation (3.45), il faut montrer des estimations
a priori sur les solutions de (3.36) de maniere que toutes les hypotheses faites soient vérifiées.
La caractéristique la plus importante de 1'équation (3.45) est la présence du terme
spin-orbite. En effet, selon la formule

oo = 5klﬂ + igklmo'm
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avec epm le symbole de Levi-Civita et dg; le symbole de Kronecker, nous avons

—o-V(F(®)o-V) = =V (F(®)V)—io-(VF(®) xV)
= V- (F(®)V) —iVF(®)- (V x o)
= p- (F(®)p) + VF(®)- (p x o)

ou VF(®) - (p X o) représente I'interaction de spin-orbite et p = —iV.
De plus, I'équation (3.45) peut étre vue comme ’équation d’Euler-Lagrange de la fonc-

tionnelle d’énergie
’0’ V‘pz a / 2
- = . 3.46
2me/R3 1—19pq> 2 R3p¢ ( )

Malheureusement, avec ce choix de constantes de couplage, le théoreme 3.2 ne peut pas
étre appliqué; c’est la raison pour laquelle, nous nous intéressons a I’étude de la fonction-
nelle (3.46). Plus précisément, nous cherchons les points critiques de la fonctionnelle J(®)
sous les contraintes

/ oy =0l <i < ZZ+1<ij<A
R3

De plus, nous aimerions pouvoir démontrer rigoureusement une propriété tres intéres-
sante concernant la forme des potentiels S et V. Dans [Rin96] & la page 206, Ring affirme
que, comme dans la matiere nucléaire infinie, les champs S et V' sont proportionnels a la
densité scalaire p, et a la densité vectorielle py respectivement ; dans les noyaux finis, S et
V sont des potentiels ayant la méme forme d’un potentiel de Woods-Saxon!! : ils tendent
vers zéro en dehors du noyau et ils sont plus ou moins constants a l'intérieur du noyau
(expérimentalement S ~ —400 MeV et V' &~ 350 MeV). Cette idée est confirmée par les
résultats numériques dans le noyau du plomb 208 présentés dans [GM9I6] (FIGURE 2).

"Te potentiel de Woods-Saxon est un potentiel typique du modele en couches du noyau atomique. Ce

potentiel est défini par
%
Vi(r) = _—0,)

1+exp(TaR

avec R le rayon et a 'épaisseur de peau du noyau ([GM96]).
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FIGURE 2 — [GM96, page 265] Plot of the individual mesonic potentials in the nucleus ?**Ph
for a typical parameter set. Vj,r is the total potential resulting from the near-cancellation
of the ¢ and w terms.
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Chapitre 1

Perturbation method for particle—like
solutions of the Einstein—Dirac
equations

Ce chapitre reprend le texte intégral d’un article paru dans Annales Henri Poincaré,
Volume 10 (2010), pages 1377-1393.

Résumé. Nous démontrons par une méthode de perturbation I'existence de solutions des
équations d’Einstein-Dirac pour un systeme statique, a symétrie sphérique de deux fer-
mions dans un état singulet. Nous montrons que la solution non dégénérée de 1’équation
de Choquard non linéaire génere une branche de solutions des équations d’Einstein—Dirac.
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Perturbation method for particle-like
solutions of the Einstein-Dirac equations

Simona Rota Nodari

Abstract

The aim of this work is to prove by a perturbation method the existence of so-
lutions of the coupled Einstein-Dirac equations for a static, spherically symmetric
system of two fermions in a singlet spinor state. We relate the solutions of our
equations to those of the nonlinear Choquard equation and we show that the non-
degenerate solution of Choquard’s equation generates solutions of the Einstein-Dirac
equations.

1. Introduction

In this paper!, we study the coupled Einstein-Dirac equations for a static, spherically
symmetric system of two fermions in a singlet spinor state. Using numerical methods, F.
Finster, J. Smoller and ST. Yau found, in [FSY99], particle-like solutions; our goal is to
give a rigorous proof of their existence by a perturbation method 2.

The Einstein-Dirac equations take the form

(D —m)p =0 (1.1)
R — 5 R0} = —8xT; (1.2)

where D denotes the Dirac operator, v is the wave function of a fermion of mass m, R; is
the Ricci curvature tensor, R indicates the scalar curvature and, finally, T} is the energy-
momentum tensor of the Dirac particle.

In [FSY99], Finster, Smoller and Yau work with the Dirac operator into a static, spherically
symmetric space-time where the metric, in polar coordinates (¢, 9, ), is given by

1 1
gi; = diag (772, 1 —r?, —r?sin? 19) (1.3)

!The final publication is available at www.springerlink.com, DOI 10.1007/s00023-009-0015-x.

2 After completing this work, we learned from professor Joel Smoller that Erik J. Bird had proved the
existence of small solutions of the Einstein-Dirac equations in his doctoral thesis in 2005 [Bir05]. His
method is quite different from ours: he uses Schauder’s fixed point theorem.
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g 1 1
i — i T27_A,__7_— 1.4
g ‘g ( r2’ 2 sin219) (14)
with A = A(r), T = T'(r) positive functions; so, the Dirac operator can be written as
. e
D=ind +7 (a (1A - %?) 7' 9 + %0, (1.5)
T
with
,Yt — T,—YO
vo= \/Z(”yl cos ¥ 4+ 72 sind cos ¢ + 7° sinﬁsingp)
1
A= = (—71 sin® 4+ 4% cos ¥ cos ¢ + 7° cosﬁsingp) (1.8)
,
1 2 =3
VP = — (=7*sing + 7’ cos ) (1.9)

where 4 are the Dirac matrices in Minkowski space (see [FSY99]).
Moreover, Finster, Smoller and Yau are looking for solutions taking the form

1
g )
w —e uut?,, 1T1/2

i@gO’T ( é >

where 0" = (6! cost + d%sinv cos p + a3 sinsin ) is a linear combination of the Pauli
matrices 6° and ®;(r), ®o(r) are radial real functions.
We remind also that the energy-momentum tensor is obtained as the variation of the

classical Dirac action
5= [0~ myo/lgld's

(1.10)

and takes the form
i L 1
T; = T—Zd@ag (2wT2|<I>|2, —2wT?|®* + 4T;q’1q’2 +2mT (97 — ®3),
1 1
2T D, By, —2T—<I>1¢>2)
r r

(see [FSY99] for more details).
In this case, the coupled Einstein-Dirac equations can be written as

1
T
1
V A(I)IQ = ((,(JT — m)CI)l — —(I)Q (112)
T
rd" = 1-—A—167wT? (9] + ®3) (1.13)
T’ 1
ZTAT = A—1-167wT? (9] + ®3) + 327—TD, P,
T

+16rmT (97 — 3) (1.14)



46 [. Perturbation method for the Einstein-Dirac equations

with the normalization condition

°° T 1

In order that the metric be asymptotically Minkowskian, Finster, Smoller and Yau assume
that
lim T'(r) = 1.

r—00

Finally, they also require that the solutions have finite (ADM) mass; namely

lim - (1 — A(r)) < oo.
r—oo 2
In this paper, we will prove the existence of solutions of (1.1-1.2) in the form (1.10) by
a perturbation method.
In particular, we follow the idea described by Ounaies in [Oun00] (see also [Gua08] for a
rigorous existence proof of nonlinear Dirac solitons based on Ounaies’ approach). Ounaies,
by a perturbation parameter, relates the solutions of a nonlinear Dirac equation to those
of a nonlinear Schrédinger equation. Imitating the idea of Ounaies, we relate the solutions
of our equations to those of nonlinear Choquard’s equation (see [Lie77], [Lio80] for more
details on Choquard’s equation) and we obtain the following result.

Theorem 1.1. Given 0 < w < m such that m — w s sufficiently small, there exists a non
trivial solution of (1.11-1.14).

In Section 2, we solve the Einstein-Dirac equations by means of the perturbation method
suggested by Ounaies; in particular in the first subsection we describe a useful rescaling
and some properties of the operators involved, whereas in the second subsection we prove
the existence of solutions generated by the solution of the Choquard equation.

2. Perturbation method for the Einstein-Dirac equa-
tions

First of all, we observe that writing 7'(r) = 1 + ¢(r) and using equation (1.13), the
coupled Einstein-Dirac equations become

1

VAP, = 01— (w o+ m) @y — Wi, (2.1)
1

\/Zq)IQ = (w — m)q)l + (JJt(I)l — ;q)g (22)

2rAt = (A—=1)(1+1) — 16mw(l +t)° (O] + ©3)

1
+32m= (1 + t)*® @5 + 167m(1 + 1) (O] — D3) (2.3)
r
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where

167w 167w

A(r)=1- /T (L4t(s))* (P1(s)® + Po(s)?) ds =1 — Q(r). (2.4)

rJo
Furthermore, because we want A(r) > 0, we have that the following condition must be

satisfied .
Q) _ 1

0<
- r 167w

(2.5)

for all r € (0, 00).

Now, to find a solution of the equations (2.1-2.3), we exploit the idea used by Ounaies
in [Oun00]. In particular, we proceed as follow: in a first step we use a rescaling argument
to transform (2.1-2.3) in a perturbed system of the form

VAE X, T) Lo — 1o+ 2my + K (g,0,x,7) =0
VAE X, T)EX+ X+ ¢ —mpT+ Ka (,0,Xx,7) =0 (2.6)
Ae, 0, x,7) 7+ 8 [T p?ds + Kz (e,0,x,7) =0

where ¢, x, 7 : (0,00) — R.
Second, we relate the solutions of (2.6) to those of the nonlinear system

&0+ 2mg0 — 167 (5 by ds) 9 =0
X(r) = 5 (o — 59) 2.7)
T(r) = 87Tmf0 £ ds.

max(r,s)

e(lz])

2] solves the nonlinear

We remark that ¢ is a solution of (2.7) if and only if u(z) =
Choquard equation

—Au + 2mu — 4m? <fR3 ) u=0 in H' (R?). (2.8)

|z— yl

To prove this fact it is enough to remind that for a radial function p,
1d d
Np=——1r*—
= ar <7“ drp)

2

(e o ([ )

max(r, s

and

with r = |x|.
We observe also that if we write
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with 7 = |z|, (¢, x) is a solution of (2.7) if and only if (u(x),v(x)) solves

lz—y| 2m

—Au+ 2mu — 4m? <fR3Mdy>u:0 v = =oVu (2.9)

in H'(R?) where 6V = 3% 50,

It is well known that Choquard’s equation (2.8) has a unique radial, positive solution ug
with [ |ug|*> = N for some N > 0 given. Furthermore, uo is infinitely differentiable and
goes to zero at infinity; more precisely there exist some positive constants Cjs, such that
|D" (up)| < Cspexp(—d|z]) for z € R®. At last, uy € H*(R?) is a radial nondegenerate
solution; by this we mean that the linearization of (2.8) around wug has a trivial nullspace
in L?(R3). In particular, the linear operator £ given by

LE = —AE +2mE — 4m? (/ 1) dy) £ — 8m® ( {W)uoly) dy) g

3|x—y| |ac—y|

satisfies ker £ = {0} when L is restricted to L?(R3) (see [Lie77], [Lio80], [Len08] for more
details).

The main idea is that the solutions of (2.6) are the zeros of a C! operator D : R x X, x
X, x X, = Y, xY, xY,. If wedenote by D, (¢, ¢,x,T) the derivative of D(e,-,-, "),
by (%0, X0, 7o) the ground state solution of (2.7) and we observe that D, , -(0, o, X0, 7o) is
an isomorphism, the application of the implicit function theorem (see [RR93|) yields the
following result, which is equivalent to theorem 1.1.

Theorem 2.1. Let (g, X0, To) be the ground state solution of (2.7), then there exists d > 0
and a function n € C((0,0), X, x X, x X;) such that n(0) = (o, X0, 70) and (g,71(c)) is a
solution of (2.6), for 0 <e < 4.

2.1. Rescaling

In this subsection we are going to introduce the new variable (¢, x, 7) such that ®;(r) =
ap(Ar), Do(r) = Bx(Ar) and t(r) = y7(Ar), where ®q, $y, ¢ satisfy (2.1-2.3) and a, 5,7, A >
0 are constants to be chosen later.

Using the explicit expression of A, given in (2.4), we have

, 2
A(Dy,Dp,t) = 1-— 167Twa2/ (14 ~7)? (@2 + (EX) ) ds
0

T «
= Aa,ﬁﬁ((p, X T) (210)

It is now clear that if &1, ®y, ¢ satisfy (2.1-2.3), then ¢, x, 7 satisfy the system

VAapr ko — 2o 4 (m 4 w)x +wyTx =0
vV Aa,Bn%XJF%X?L%(m—w)sO— awre =0 (2.11)
2‘4&75777"11%7 +Kapy =0
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with

~
2
—167rma—2(1 +7)? (902 — (éx> ) .
9 o

e Yy —

. “, . _ OCA _
By adding the conditions IQ—A(m —1/c20) =1 % =1L37=1

%zlandm—wZO,we

obtain @ = (m —w)2, A= (m —w)"/?, B=m —wand y =m — w.
Denoting ¢ = m — w, (2.11) is equivalent to
Ale,0,x,T) g — yo+ 2mx + Ki (e,0,x,7) =0

Ale, o, X, T)Ex +Ix+ o —mer + Ka (g,90,x,7) =0 (2.12)

Ale, o, x,7) Sr 4 812 [T o2 ds + K3 (e,0,x,7) =0

r2

where A (e, 0,x,7), K1(g,9,X,7), K2 (g,0,x,7) and K3 (¢, ¢, x, 7) are defined by

16 — "
A (57 ¥, X>T) =1- M / (1 + 57—)2 (SOQ + €X2) dS; (2.13)
0
Kl (67 (107Xa7_) = _5X+5(m_5)TX§ (214)
K> (.0, X, 7) = e7¢; (2.15)

and

8tme [T 16mme [
Ks(e,0,X,7) = ; / Y2 ds + 3 / T (¢* +ex?) ds
0 0

”
8 2 T
N m;w / -2 (902 n €X2) ds
r 0
8 T
—Ti; (/ (1+e7)* (¢* +ex?) ds)
0
8 _ r
4_% </ (1+em)? (0% + ) ds) .
0
2 ) )
F16mmeX + 8mme (37 + 372 + 5273)M
" r
2 2
—8me(1 + 57)3M — 16me(1 + 67)290_2C
r r
2 _ 2
—8mme (2T + gTQ)M_ (2.16)

r
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For ¢ = 0, (2.12) becomes

d%go—%go—i—%nx:o
d%x+%x+c,0—mcp7 =0 (2.17)
A7 8 [T o?ds =0

that is equivalent to

Lo +2mg0—167rm <fo maxm)d><p:O

( ) =15 (70— 3%) (2.18)
( ) gmm fO ma)f(i“s) ds.

Then, we denote by (g, X0, 7o) & solution of (2.18); in particular

)

o(r) = 87rm/
max(r, s)

Now, to obtain a solution of (2.12) from (pg, xo,70), wWe define the operators L; :
RxX,ox X, xX; =Y, Ly :RxX,x X, xX; =Y, Ly : Rx X, xX, x X, =Y, and
D:RxX,xX, xX,—=Y,xY, xY, by

1d 1
Li(e,0,x,7) = A(&so,x,T)—d—<p—£+2m5+—Kl(€ X T)
1d
Ly(e,o,x,7) = VA9, x,T )—d—x+%+f—mff+ Ky (g,9,X,7)
d 8tm
LS(&@)X:T) = A(‘gaSO:XaT)%T_F T2 /90 d5+K3(€790>Xa7—)
0
and
D(€)§07X77—) - <L1<€)Q07X77—)7 L2(67307X7T)7L3(€7 SOJXJT))
where

X, = {cp:(O,oo) —>R'90ﬂx|) ( é > c H! (R3,R2)}

|z]

X, = {X:(O,m)ﬁR‘X(’xDar(é)GHl(Rg,CZ)}

|z]

X, = {T:(O,oo)—HR

Yw = YXZLE (R3)
Y, = L'((0.00),dr).

lim 7(r) =0, iT € L'((0, 00), dT)}

r—00 dr
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Furthermore we define the following norms:

o(|z])
lellx, = | ,
| es)
x(lz]) (1
Ixllx, = o ;
: | 0 /Ml a1 es)
Il i
Tx, = —T .
dr L1((0,00),dr)

It is well known that

H'(R®) < L1(R?)  2<q<6
X; = L*((0,00),dr).

Moreover, using Hardy’s inequality

= _dr <4 |V f|° dz,
R3 |9U|2 R3

we get the following properties:

p€ H((0,00),dr) — L*((0,00),dr)

(2.19)
Le L?((0,00),dr)
Vp e X,,Vp e X,.
Since the operator A(e, ¢, x,7) must be strictly positive, we consider B,, B, B,
defined as the balls of the spaces X, X, X;, and €1, €5, depending on m and on the radius
of B,, By, B;, such that

1 _ T
LTI [ 1 ey (4 e?) o2 5> 0
0

r

1

for all (e, ¢, x,7T) € (—&1,€2) X B, x By x B;. The existence of 1, €5 is assured by the fact
that ¢, x, 7 are bounded; in particular, if € > 0,

_ 16m(m —¢)e

1 . / (L+e7)* (¢* +ex?) ds
0

2 2 2
> 1 20me gk, — 8me? (51, el + xI%,)

2 2 2 2
—ame* 17l (5 I7llx, Ielk, + 41k, ) = smet I, I,
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then there exists €5 > 0 such that A(e, p,x,7) > 0 for all € € [0,&3). In the same way, if
e <0,

1 _ IS8
— M/ (L4e7)* (¢* +ex?) ds
0

2 2
> 1—8me?||x|lx, —8mlel’ [xllx, (1+2]7llx,)

1

2 2 2
—8met x|y I7llx, (2+17llx,) = 8mlel lI7ll%, lIxll, -

then there exists €; > 0 such that A(e, ¢, x,7) > 0 for all € € (—&1,0).

Lemma 2.2.
Ly, Ly € C' ((—¢1,62) X B, x By x B, Y,)

Ty Lo

and
Ly € C' ((—e1,22) X B, X By x B,,Y;).

Before starting the proof of the lemma we observe that for a radial function p such that

£ e H! (R?) we have
d (p(r)
dr \ r

We remind that H} (R3) = {u € H' (R?®)| u is radial }.

lp(r)] < r'/?

(2.20)

L}

Proof. We begin with Ls; first of all, we have to prove that it is well defined in Y, =
L'((0,00),dr). We remark that

d

L < (0 |—
| 3<€7Q07X7T)| 1 dTT

Cy [" C
+ —22/ |0 +ex?| ds + =2 |@* + ex?]
2 J, r
Cy Cs
+=5 loxl + == | —ex?|
r r
where C4,Cy, C5,Cy, C5 are positive constants and, by definition, we have that difj €

L'((0,00),dr).
Next, we have

00 1 r o0 2 2
/ —2/ ’¢2+5X2|dsdr:/ Mds<+oo,
o " Jo 0 S

using Holder’s inequality, then -5 [0 |¢? + ex?| ds € Y;. In the same way, we can conclude
that 1 (¢* +ex?), 1 (9" —ex?) € Vs

Finally,
/ h Mm dr < C
0

r T

b
;

X

r

< +00

L2((0,00)) L2((0,00))
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thanks to (2.19), then 5oy € Y;.
Now, we have to prove that Ls (g, ¢, x,T) is C'; by classical arguments, it is enough to
show that for (hy, he, hs) € B, x By x B;

0
% (L3 (67 5 X, T)) hl € K’)

0
& (L3 (8, @5 X, 7')) hg c YT,

0
E (L3 (57 ©5 X5 T)) hs € Y..

We begin with % (L3 (2,0, X, 7)),

(L)) b = (% (A o ,7) hl) a4,

dr
+M2_5) (/Or(l +e) ol dS) (L+e7)

,
h h
+16m(m —e)(1 + 67’)3% — 16me(1 + 67’)2%

2l

—16mm(1 + e7)
r

for % <L3 (57 29 ¢ T))?

0 0 d
& (L3 (87 @5 X5 T)) h2 - (a (A (87 @5 X5 7—)) h2> 57_

D2 ([ raaas) 1o

r2

2Pl

by
r 72

+16m(m — €)e(1 4 e7) — 16me(1 4 e7)

2 XNz

—16mme(1 4 €7)
,
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and, finally,

0 0
P (Ls(e,0,X,7)) hg = (E (A (e, so,x,T))hg) e

d
+A (57 '"29¢ T) %h?)

+—167T<T:2_ ) </0T(1 +e7)hs (¢ +ex?) d8> (1+eT)
I ([ (1 (40 )

r

wX hs

hs — 32me?(1 + &?T)T—2

2 2
+24m(m —e)e(1 + 67’)2(('Dj:n—€X>

2 _.2
—16mme(1 + 57’)@%13.

First of all, we remark that if o, hy € B, x,hs € By, and 7, hy € B, then

0
%(A(an>X7T)) h1>
0
&(A(57907X77-)) h2
and
0
E(A(87907X7T)) h3
are bounded. So, we have that
oL d C h h
6_3h1 < Gl (/ |ohy | ds) +C3|%0 1] +C4| 1X|
% ar’ 2
L d C h h
%hg < G|t + (/ [xhal ds) +C ‘X 2l | g ekl
X dr’ r?
oL d C +
—3h3 < Cg— +010 h3 +j/|90 +€X‘d8+0 M
or dr dr r

x|

o2y

with C; positive constants. With exactly the same arguments used above, we conclude
that

0
‘% (L3 (g,0,X,7)) ha| dr < 400

<10
/0 aX (L3 (5 @y X T ))h dT<—|—OO

'E (L3 (87 @5 X, T)) h3 dr < +o00
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if (e,¢,x,T) € (—€1,e2) X B, X By x B., and (h1, he, h3) € B, X B, X B;.
Furthermore %, %—in‘ and % are continuous; thus the proof for L.
We consider now Ly; first, we have to prove that it is well defined in Y,,. We observe

that
1d

P

Ly (g, 0, x,7)| < Ch o

+

bl
r2

+ G |X|
;

with C}, Cy positive constants then L; (¢, p, x,7) € L? (R?), thanks to conditions (2.19).
Now, we have to prove that L; (g, ¢, x,T) is C'; by classical arguments, it is enough to
show that for (hy, he, h3) € B, x B, x B

0
a (Ll (57 "29¢ 7—)) hl € Ygoa

I
0
& (Ll (5a "29.¢ T)) hQ € cha
0
5 (Li(ep.x. 7)) hs €Y.
By a straightforward computation, we find out
oL, 1 0A 1d 1d hy
A — A2 2 - AV g 2L
Op fu 2 ((9(,0 h1> rdr? drhl r2’
0L, 1y (0A 1d hs h
Whg = 514 ahg ;%(ﬁ+(2m—5)7+€(m—8)77,
0L, 1y (0A 1d
Ty =g T\ Gt ) e el e
and, using the positivity of A,
0L, 1d 1d hy
it < e e -
3g0h1 = G rdr’ +C rdrhl Tl
L 1
ﬁlh < G —190 +Cy h
ox rdr r
L 1
@hz’, < Gs 1d + Cs X‘
or rdr r

with C; positive constants. Then, we can conclude that

J.
J.
J.

2

0
% (Ll (57 @5 X5 T)) hl dr < 400

2

% (Ll (57 5 X5 T)) h2 dr < +0o
8 2
E (Ll (67 @5 X 7—)) h3 dr < —+00
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if (e,¢,x,T) € (—€1,e2) X B, X By x B., and (h1, he, h3) € B, X B, X B;.

Furthermore %—i}, %—Lxl and %% are continuous; thus the proof for L; and with the same

arguments for Ls.
O

2.2. Branches generated by the solution of Choquard’s equation

In this subsection, we show that a solution ¢y = (¢0, X0, 7o) of (2.7) can generate a local
branch of solutions of (2.6).
First, we linearize the operator D on (¢, x, 7) around (0, ¢g)

1dp r%—l—?m%

rdr
Dipyr(0,60)(h k1) = | L9k b4 b pplgy 0

%l + 16;;”7’ for woh ds

Now, if we prove that D, , -(0,¢o) is an isomorphism, the implicit function theorem can
be applied and we can find solutions of (2.6) near the ground state ¢.

Lemma 2.3. We define the operator V : X, x X, — Y, xY,, by

Vip,x) =
X T Xt e

1do—Hp+2mix )

then V' is an isomorphism of X, x X, onto Y, X Y,.

This lemma is obvious if we remind that L*(R3 C?) can be written as the direct sum
of partial wave subspaces and that the Dirac operator leaves invariant all these subspaces
(see [Tha92]). So, thanks to Lemma 2.3 of [Oun00], we know that V : H'(R3 C?) x
H' (R3,C?) — L? (R?,C?) x L? (R3,C?) defined by

= [ woVu+2mu
Vi v) = ( —ioVu +u )

is an isomorphism of H' (R?, C?) x H' (R? C?) onto L? (R®,C?) x L*(R? C?) and then V
is an isomorphism of each partial wave subspace. In particular, V' coincide with V' on the
partial wave subspace X, x X,.

Lemma 2.4. We define the operator W : X, x X, x X; = Y, x Y, x Y., by

Firh = % 4 2m]
W(h k)= | tip+ 5 42 _meeg |
4]
dr

then W is an isomorphism of X, x X, x X, onto Y, x Y, X Y.
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Proof. First we prove that W is one to one. We observe that W (h, k,[) = 0 if and only if
(h, k, 1) satisfies
TdTh——+2m——0

rdrk+ —me =0
d

in Y, x Y, x Y;. In particular, we must have { = 0 and (h, k) solution of

Twh—7+2m——0
Tdi+ _0

that is equivalent to V(h, k) = 0. So, thanks to Lemma 2.3, h = k = 0 and W is one to
onein Y, x Y, x Y,.

Secondly, we have to prove that for f = (fi, f2, f3) € Y, x Y, x Y, there exists
(h,k,l) € X, x X, x X, such that W(h, k,l) = f. This means that the system

1dh— +2m52f1

rdr

r drk + m‘POZ - f2

iy
has a solution in X, x X, x X, for all (f1, f2, f3) € Y, x Y, x Y;. We observe that
Vf; € L*((0,00),dr) there exists I*(r) = — [ fyds such that £[* = f3; furthermore

[* € X,. So, we have to show that

i;ih__2+2mé:f1
14+ & 4 2= f) 4 meoyr

rdr

(2.21)

has a solution in X, x X, for all (f1, f2) € Y, x Y.

Now, we remark that £2/* € L? (R?) and then, thanks to Lemma 2.3, (2.21) has a solution
in X, x X, for all (f1, f2) € Y, x Y,.

In conclusion W is an isomorphism of X, x X, x X, onto Y, x Y} x Y.

[
Finally, we observe that D, (0, ¢o)(h, k, 1) can be written as
Dy .+(0, ¢0)(h, k1) = W (h, k1) + S(h) (2.22)
with
0
S(h) = —mi . (2.23)

167rm fo @Oh ds

Theorem 2.5. Let ¢y be the ground state solution of (2.7), then there exists 6 > 0 and a
function n € C((0,6), X, x X, x X;) such that n(0) = ¢g and D(e,n(e)) =0 for 0 <e < 4.
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Proof. Since D(0, ¢g) = 0 and D is continuously differentiable in a neighborhood of (0, ¢y),
to apply the implicit function theorem we have to prove that D, . - (0, ¢9) is an isomorphism
of X, x X, x X; onto Y, xY, x Y.
We observe that D, -(0,¢o)(h, k,1) = 0 if and only if (h, k,[) satisfies
Lp—242mk=0
Lk + 5+ h—mhrg—mpel =0 (2.24)
4]+ 16’"” Jy wohds =0

that means
—Eh+ 2mh — 160 ([ s ds ) b= 32mm? ([ 2k ds ) g0 = 0
Ah—Lh42mk =0 (2.25)
[ =167m [;° m;f(o};s ds

Now, if we write {(z) = % and we remind that po(|z|) = |z|ug(z) with ug solution of

(2.8), we have that (h,k,!) is a solution of (2.25) if

satisfies

{ — A&+ 2mé — 4m? <fR3 |T§ l dy) £ —8m? (f]R3 |x“‘;(‘y) dy) uy =0 (2.26)
(g

and
l(x) =4m £W)uoly) dy. (2.27)
R |7 — Y
It is well known that the unique solution of the first equation of (2.26) in H!(R3) is £ =0
(see [Len08] for more details) and that implies ( =1 = 0. So the unique solution of (2.24)
ish=k=10=0and D,,(0,¢) is one to one in X, x X, x X;.

Next, if we show that S(h) is a compact operator, we have that D, (0, ¢) is a one
to one operator that can be written as a sum of an isomorphism and a compact operator
and then it is an isomorphism.

First, we can easily see that T'(h) = r% ( for ©woh ds) is a compact operator from X, on Y;; in
particular, we use the fact that H! (R?) is compactly embedded in L7 (R?), for 2 < q < 6,
to prove that for any bounded sequence {h,} C X, the sequence {T'(h,)} C Y; contains
a Cauchy subsequence.

Second, we have to show that the operator 27, from X, to L? (R?) is compact. If {#2} is
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a bounded sequence in H'(R?) then {%27,} is precompact on L7, (R?), thanks to compact
Sobolev embedding and, since 79(r) — 0 when r — +o00, we can conclude that {27} is
precompact on L*(R?).

So S(h) is a compact operator from X, on Y, xY, x Y, and D,,, (0, ¢) is an isomorphism
of X, x X, x X, onto Y, x Y, x Y.

In conclusion, we can apply the implicit function theorem to find that there exists 6 > 0
and a function n € C((0,0), X, x X, x X;) such that n(0) = ¢y and D(e,n(¢)) = 0 for
0<e<é.

0
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Chapitre 11

Une méthode de perturbation pour
les solutions localisées des équations
d’Einstein—Dirac—Maxwell

Dans le chapitre I, par une méthode de perturbation, nous avons montré de maniere
rigoureuse I’existence de solutions des équations d’Einstein—Dirac pour un systeme statique,
a symétrie sphérique de deux fermions dans un état singulet.

Dans ce chapitre, nous généralisons ce résultat aux équations d’Einstein—Dirac—Maxwell
et nous montrons, dans le cas particulier d’'un couplage électromagnétique faible, ’existence
des solutions obtenues numériquement par F. Finster, J. Smoller et S.T. Yau dans [FSY99a].

Ce résultat a été publié dans une note aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences,
Série I, intitulée "Perturbation method for particle-like solutions of the Einstein-Dirac-
Maxwell equations”, volume 348 (2010), pages 791-794.

1. Introduction

Les équations d’Einstein—Dirac—-Maxwell pour un systeme de n particules de Dirac
s’écrivent sous la forme

i _log i
R, — SRy = =8aT", (1.1)
(D—m), =0 (1.2)

ViF* = dre " a1 (1.3)
a=1
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oll 77 sont les matrices de Dirac, D indique l'opérateur de Dirac, 1, sont les fonctions
d’ondes des fermions de masse m et charge e, Ri est le tenseur de courbure de Ricci, R
est la courbure scalaire, Fj; est le tenseur electromagnethue et, finalement, TZ est le ten-
seur d’énergie-impulsion. Nous rappelons que, dans le cas des équations d’ Emsteln Dirac—
Maxwell, le tenseur d’énergie-impulsion prend en considération la présence des fermions et
du champ électromagnétique.

Comme dans le chapitre précédent et dans [FSY99a], nous considérons un systéme
statique, a symétrie sphérique de deux fermions dans un état singulet. La métrique, en
coordonnées polaire (t, 7,9, @), est donnée par

1 1
gij = diag (772, 1 —r?, —r?sin? 19)

i _ giao [ T2 L
9" = diag (T =4 r2’ g2 sinQﬁ)
avec A = A(r), T'= T(r) fonctions positives; de plus, en utilisant 'ansatz de [FSY99b] et
du chapitre I, les spineurs de Dirac sont décrits par deux fonctions radiales a valeurs réelles
(1), Po(r) et s’écrivent sous la forme

Ve = et —11/2 ( ‘(I)lua )

,
1Dy0 U,

pour a = 1, 2. Finalement, le potentiel électromagnétique est de la forme A = (—V,0), ou
V est le potentiel de Coulomb.
Dans ce cas, les équations d’Einstein—Dirac-Maxwell deviennent

1

VA, = —®1 = ((w—eV)T +m)®, (1.4)
1

VAP, = (w=eV)T=m)® — (1.5)

rd = 1-A—16r(w—eV)T? (0] + @3) — 2AT2 (1.6)

!

T
Az = A—1-167(w—eV) T (7 + ®3) + 32— 79,0,

+16mmT (O — 2) + AT (V')? (1.7)
T/ 2
rPAV" = —8me (] + P3) — <2rA + TQAT + %A’) % (1.8)

avec la condition de normalisation

e T 1
2 = —
A O~ dr = . (1.9)

Afin que la métrique soit asymptotiquement Minkowskienne et que les solutions aient une
masse (ADM) finie, nous supposons
lim 7'(r) =1,

rT—00

lim - (1 — A(r)) < oc.

r—oo 2
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Finalement, nous supposons aussi

lim V(r) =0
r—00
([FSY99a]).

Il est clair que si e = 0, alors les équations (1.4-1.8) coincident avec les équations
d’Einstein-Dirac étudiées au chapitre I.

Dans ce chapitre, par une méthode de perturbation, nous montrons de maniere rigou-
reuse l'existence de solutions des équations d’Einstein—Dirac-Maxwell pour un systeme
statique, a symétrie sphérique de deux fermions dans un état singulet et dans le cas d'un
couplage électromagnétique faible. Plus précisément, en utilisant 1'idée introduite par Ou-
naies pour une classe d’équations de Dirac non linéaires (voir [Oun00]) et adaptée dans
le premier chapitre ([RN10]) aux équations d’Einstein-Dirac, nous obtenons le théoréme
suivant.

Théoréme 1.1. Etant donné e,m,w tels que e2 —m? < 0, 0 < w < m avec m — w assez
petit ; il existe une solution non triviale de (1.4-1.8).

La constante :;—22 représente le rapport entre les constantes de couplage électrostatique
(parametre e) et gravitationnel (parametre m). En supposant m? > e?, Pattraction gra-
vitationnelle domine la répulsion électrostatique et une solution des équations d’Einstein—
Dirac-Maxwell peut étre obtenue a partir d’une solution de I’équation de Choquard non

linéaire,
[u(y)|”
—Au+ 2mu — 4(m* — e*)m / dy |u=20
R [ — ]

dans H! (R3), par une méthode de perturbation. Nous remarquons cependant que les par-
ticules élémentaires connues vérifient e? > m?.

Dans la section 2, nous résolvons les équations d’Einstein—Dirac-Maxwell ; en parti-
culier, dans la premiere sous-section, nous décrivons un changement d’échelle utile pour
la démonstration du théoreme 1.1 et nous analysons certaines propriétés des opérateurs
concernés ; ensuite, dans la deuxieme sous-section, nous démontrons l’existence de solu-
tions générées par une solution de I’équation de Choquard.

2. Une méthode de perturbation pour les équations
d’Einstein—Dirac—Maxwell

Premierement, nous observons que 1'équation (1.8) peut étre récrite sous la forme
! T
(r*VATV') = ~87e (0} + 3) e,
et, en intégrant, nous obtenons
8me [T

T
VATV = - 2= d2 + d2) —— ds.
r2 0 ( 1 2) \/Z
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Deuxiémement, en posant T'(r) = 1+¢(r) et en utilisant I'’équation (1.6), nous remarquons
que les équations d’Einstein—Dirac—-Maxwell deviennent
1

VA, = 1 — ((w — eV)(L+1) +m) 2 (2.1)
VAD, = ((w=eV)(1+1t) —m)d; — %@z (2.2)
2rAt = (A—1)(1+1t) — 16m(w — eV)(1 +¢)* (D} + P3)

1
+327— (1 4 1)°®1 Py + 167m(1 + t)* (] — ®3)
T

+r2 AL+ 1) (V) (2.3)
;o Bme [T gy (LD
VAL + 1)V = = (9% + ®3) N ds. (2.4)
ou A(r) =1+ a(r) et
1 " 2 (22 2
alr) = —exp(~F(r) /0 [16m(w — eV)(1 + 1) (82 + 32) (2.5)

452 (1 4 1)? (vﬂ exp (F(s)) ds

F(r) = /0 ' s(14+1)2 (V') ds. (2.6)

Pour trouver une solutions des équations (2.1-2.4), nous utilisons l'idée décrite dans
[RN10] et dans le chapitre .

Premierement, par un changement d’échelle, nous transformons les équations d’Einstein—
Dirac—Maxwell (2.1-2.4) en un systéme perturbé. Nous choisissons ¢ = m — w comme
parametre de perturbation.

Deuxiemement, nous remarquons que, pour (%)2 < 1, I’équation pour la variable ¢
du systeme non perturbé, c’est-a-dire lorsque € = 0, est I’équation de Choquard. Il est
bien connu que I’équation de Choquard a une solution radiale positive. De plus, dans
I’espace des fonctions radiales, cette solution est non dégénérée, dans le sens ou le noyau
de la linéarisation de I’équation contient seulement la fonction identiquement nulle. Nous
appelons ¢ la solution du systeme non perturbé.

Ensuite, nous observons que le systeme perturbé s’écrit sous la forme D(e, ¢, x,7,{) =0
avec D un opérateur non linéaire de classe C!, pour un bon choix d’espaces fonctionnels.
Nous prouvons que cet opérateur satisfait les hypotheses du théoreme des fonctions im-
plicites. En particulier, nous montrons que la linéarisation de 'opérateur D par rapport a
(0, x,7,¢) en (0,00), Dy y.rc(0,¢0), est une injection, grace a la non-dégénérescence de la
solution de I’équation de Choquard, et s’écrit comme somme d’un isomorphisme et d'un
opérateur compact ; donc Dy (0, ¢g) est un isomorphisme. En appliquant le théoréme
des fonctions implicites, nous déduisons que, pour € assez petit et €2 —m? < 0, le systéme
perturbé a une solution.

En conclusion, pour €2 —m? < 0, 0 < w < m et m — w assez petit (régime faiblement
relativiste), les équations d’Einstein-Dirac-Maxwell posseédent une solution non triviale.



2. Une méthode de perturbation pour les équations d’Einstein-Dirac-Maxwell 65

2.1. Changement d’échelle

Dans cette sous-section, nous introduisons les fonctions ¢, x, 7 et ( telles que

B1(r) = ()
2(r) = ex(e?r)
t(r) = er(e¥?r)

avec (P, ®o, t, V') une solution des équations (2.1-2.4) et ¢ = m—w. En utilisant 1’expression
explicite de a(r), donnée par (2.5), nous obtenons

a(®q, Dy, t, V) = —; exp (—F(g,r)) /OT [167(m — e — ceC)(1 +e7)? (¢* + ex?)
tes(1+er)? (4')2] exp (F(e, s)) ds
= eale, ¢, x,T,(C) (2.7)
F(e,r)=¢&* /0?“ s(14¢e7)%(¢")? ds. (2.8)

Si (P, Po,t, V') est une solution des équations (2.1-2.4), alors (¢, x, 7, () est solution du
systeme
(1 +eale, .0 7.0) e — o+ 2mx + Ky (€, 0,X,7,¢) = 0
(1+eale, .0 7. O) 2 Ex + X+ —meT +epC + K (5,0, X, 7,.() =0
(1+ eale, o, m ) der — 855520 1K e,y 7, ) =0 2
(I+e )Y

O{({f 907X77_7C /2 1+ET 87ref0 dS+K4<€>S07X77_7C):0

Ex

ou Kl <€7S07X7T7 C)? K2 (87@7X7T7 C)? K3 <€7S07X7T7 C) et K4 (67 ©, X, T, C) sont définis par

K1 (e,0,x,7,¢) = —ex — eeCx + e(m — e)7x — e%e(TY, (2.10)
Ky (2,90, X, 7, ¢) =¢(T¢ + e(), (2.11)
2 2
Ks(e,p,x,7,¢) = — EMT + 167 (m —e —eeC)(1 + 57)3(90+—7ﬁgx>
2 2

— 32me(1 + 57)2@( 16mm(1 + 57)2M

—er(l+cea)(1+er) (), (2.12)

8me [ _
Ki(g,0,x.7,C) =7/ (©* +ex?) (1 +en) (1 +eale, ¢, x, 7,¢)) " ds

0
e [ s (2.13)
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Nous rappelons que « dépend de €, ¢, x, 7 et de (; plus précisément, nous avons

167Tm

(0,9, x,7,¢) =

Pour € = 0, le systeme (2.9) devient

d%gO—%gojLQmX:O
X P = meT £ epC = 0

2.14
CZ« 87rm for 902 ds =0 ( )
d 87re f() 2 ds =0
qui est équivalent au systeme
(
2g0+2mg0+167r(e —m*)m (fooom—;}%ds>go:0
X(r) =z (Fo = 3) 2.15)

2
( ) = 8mm fO max(r s) ds
( ) = 8me fO max(r s) ds

\

Nous remarquons que si €2 —m? < 0, alors la premiere équation du systéme (2.15) est
I’équation de Choquard

—Au+ 2mu — 4(m? — e? (ng T dy) u=0 dans H' (R3) (2.16)

e(lz])

€T
radiale positi\‘fel Uy avec f |ug|* = N pour N > 0 donné. De plus, ug est une fonction lisse
et tend vers zéro a l'infini; plus précisément il existe une constante positive Cs,, telle que
| D" (ug)] < Cs,exp(—d|z|) pour z € R®. Finalement, ug € H'(R?) est une solution non
dégénérée dans l'espace des fonctions radiales; cela signifie que le noyau dans L?(R?) de
la linéarisation de (2.16) en wuy contient seulement la fonction identiquement nulle. Plus
precisément, 'opérateur linéaire £ défini par

2
LE = —A§+2m§—4(m2—62)m</ Mdy)f—i—
R

avec u(zr) =

. Il est bien connu que I’équation de Choquard (2.16) a une unique solution

s o —y

st = ey ([ SO gy

[z — |

satisfait ker £ = {0} lorsque I’on considere la restriction de £ & L?(R3) (voir [Lie77], [Lio80],
[Len08] pour plus de détails).
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67

Soit donc (o, X0, To, (o) une solution de (2.15) ; en particulier,

Xo(7)

To(7)

Co(r)

00 902
= 8mm 0 ds,
o max(r,s)
] 2
= 8mm Lt ds

Pour obtenir une solution de (2.9) a partir de (¢, X0, 70, (o), nous définissons les opé-

rateurs

TR x Xy x Xy x Xo x Xe =Y,
TRx X, x Xy, x Xp x Xe =Y,
TRx X, x Xy x Xo x Xe = Y,
TR x X x X\ x X x Xe = Y,

et D:Rx X, x X, x X; X X¢e =Y, xY, xY; XY, par

Lo, 67,0) =(1+ cale, 0,6 O o = £ amX 4 2K (60,37 0)
Lafe,0,67m,0) =(1+ eale, o1, ) S+ X £ o g Py

+ %Kz (&9, x,7.C)
Ls(e, 0, x, 7, () =(1 + cale, ¢, X, 7, C))%T - W + %Kz (&%, %7 ()

L4(€7 X T, C) :(1 + 505(5, 0, X, T, <))1/2(1 +

et

D(e,¢,x,7,¢) =

Ly (
LQ(&,(,D,X,T,C
Ls(
L

8re

d ",
L ore K
57—) dT’C + r2 \/0 2 ds + 4 (67 @y X5 Ty C)

1 57307)(77-7{

)
)
3 57(10>X77_7<=)
4 €7907X77—7€)
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avec

Les espaces X, Xy, X, X, Y., Y,, Y, et X sont munis des normes suivantes :

lole, = |20
’ || Hl(RB)7
x(|z]) 1
IXllx, = ||7770" :
’ =] 0 i ey
Il i
TIXx, = -7 )
dr L1((0,00),dr)

d d
s e

L1((0,00),dr) ’ '

€l = maX( >>
L2((0,00),rdr)

1l = max (£l ooopan 1l 2(000prar) -

Nous rappelons que
H' (R?) — L7(R3) 2<q<6

X, = L*((0,00),dr),
X¢— L™ ((0,00),dr)

et

p € H'((0,00),dr) = L*((0,00), dr) (2.17)
£ € 17 (0, 00), dr)

Vp e X,,Vp e X,.

Etant donné que la fonction A doit étre strictement positive, nous considérons B,
By, B;, B¢ les boules des espaces X, X, X;, X¢, et deux nombres réels positifs €1, e,
dépendants de m, e et des rayons de B, By, B., B¢, tels que

1+ca(e, 0, x,7,¢) 20 >0
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quel que soit (,¢,x,7,() € (—e1,62) X B, X By, x B, x B.. L'existence de 1,¢2 est
garantie du fait que ¢, x, 7 et ¢ sont des fonctions bornées et ¢’ € L*((0,00), rdr) ; en effet,
ale, ¢, x,7,() est bornée et donc il existe e1,e9 > 0 tels que A(e, ¢, x, 7,¢) > 0 pour tout
€ € (—e1,€9).

Lemme 2.1.

Ly, Ly € C* ((—¢e1,62) X By, x By x B, x B;,Y,),
Ls € C* ((—¢1,89) X B, x By, x B, x B¢, Y,),
Ly € C' ((—€1,82) X B, X By x B, x B, Y)

Démonstration. Nous commencons par Ly ; premierement, nous devons montrer que 1'opé-
rateur est bien défini dans Y, = L((0, 00), dr) N L*((0, 00), rdr). Nous remarquons que

d

‘L4 (€7907X7 )| < Cl dr

C’Jr@/ |©* +ex?| ds

avec C, Cy constantes posmves et ¢ € L'((0,00), dr) N L*((0,00), rdr). Ensuite, nous sa-
vons déja que 5 [ [p* +ex?| ds € Ll((O 00),dr) (voir [RN10] et le lemme 2.2 du chapitre
I) et nous voyons facilement que

e 1 r 2 o0 1 r
/ (72/ 0% + x| ds) Td?"éc/ ﬁ/ |©* + ex?| dsdr < +oo.
0 0 0 B

1 [rr
Donc, nous pouvons conclure que - fo |©? +ex?| ds € Ye.

Deuxiemement, nous devons démontrer que Ly (¢, p, X, T, () est de classe C'; par des
arguments classiques, il est suffisant de montrer que pour (hy, ko, ks, ha) € B, X By x B: x B¢

0
% (L4 (Ea @ X5 T, C)) hl € }/@

0
a <L4 (87 @ X5 T, C)) h2 € )/Q

0
E (L4 (87 X T, C)) h‘3 € }/C’

0
a_c (L4 (67 s X T, C)) h4 S }/C
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Par définition,

%hl 2(1—|—50z) V21 4 e7) <g—a )—C 12#6/0 phi(1+e7)(1+ea) " ds
_ 47;265/ (¢ +ex?) (1 +er)(1+ea)™®/? <ga ) ds,

aa—l;:hg 2(1+5a 21 4 e7) <g_a ) 16:65/ Xha(1+e7)(1+ea) " ds

%hz& 2(1 +ea) (1 +eT) (g—(jh3> décj%(l +m)1/2h3diiﬂ<

8 T
i :fg/ (" +ex?) ha(1 +ea)™'2ds
0

4 " 0
- 7;55/0 (¢* +ex?) (L +er)(1 +2a) " (a—ah?,) ds
et
9Ly ny ga, ) 4 1/2 d
o hy = 2(1+6a) (1+e7) 36 C+(1+5a) (1+5T)drh
_Amee [T 2 —3/2 8_0‘
- /0 (*+ex’) L +em)(1+ea) o hy ) ds.

Premierement, grace a un simple Calcul nous remarquons que si @, h1 € By, x, he € By,
7,hs € B, et ¢, hy € B, alors ao‘hl, ga hg, 5 dap. et 2 h4 sont bornées. Par conséquent, nous
obtenons

oL d Cy [T Cs [T

a—4h1 < d—c +—22/ |g0h1| d8+—23/ ‘(,024‘8)(2‘ ds
¥ r ™ Jo ™ Jo

oL d Cs [T Ce [T

8_4h2 < Oy d—( +—25/ Ixha| ds+—26/ ‘g02+€x2} ds
X r ™ Jo ™ Jo

oL d Cs [

8—74h3 < COr|7(C +r—28/ * +ex?| ds

oL d

a—gh4 < Cg JC +Cl() h4 +—/ ‘SD +ex ‘ ds

avec (C; des constantes positives. Ensuite, avec les mémes arguments que ceux utilisés

précédemment, nous pouvons déduire que %—L(p‘*h 1, %Lx‘lh BLT“ hs et %h;; appartiennent a

Ye,si(e,¢,x,7C) € (—¢€1,62) X By, X By x By X B¢ et (hy, he, hs, ha) € B, X By, x B; X B.

De plus, %, 88L4, % et L4 sont des opérateurs continus; cela conclut la démonstration
7, % oo

pour Ly.
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Nous considérons maintenant L3 ; premierement, nous devons montrer que 1’opérateur
est bien défini dans Y, = L'((0,00), dr). Nous remarquons que

2 2
+é —¢€
3|<P X| |<P2<|+C|<P X|
r r T

|L3(€790>X77-)| < Cl +C| |

ar’

2

d
-

+Cer dr

. . e 2
ou les C; sont des constantes positives et, par définition, nous avons d%T, r ‘d%c | €

L*((0,00), dr). Ensuite, avec les mémes arguments que ceux utilisés dans la démonstration

(<PQ+€X2) (<p2—€x2)
r ’ r

x o 1 T o0 1 T
/ Hdr < C’l/ —2/ |(,02+6X2‘ dsdT+C'2/ —2/ s?
o T o ™ Jo o ™ Jo

. ©° 1q |?
S Cl+02/ Sd—c
0

du lemme 2.2 du chapitre I, nous déduisons que , 25 € Y. Finalement,

2
ds dr

A

ds < +o00.
s

Puis, nous devons prouver que L3 (¢, , x, 7, () est de classe C' ; pour cela, il est suffisant
de remarquer que pour tout (hq, he, hs, hy) € B, X By x B, x B¢

001 o0 1 T
/ - 8_ah1 dr < C’l/ —/ lohy| dsdr < 400,
o T |0p o % Jo
o0 1 o0 1 '
/ - a—ahg dr < 02/ —/ |xhe| dsdr < +oo,
o T ]0x 2 Jo
oo 1 oo
/ —a—&hg dr < 03/ [ ‘dr+C’/ / |g0 +5x‘dsd7“
o T|0T

+c5/ /

Cﬁ/ |d7’+C’7/ / |g0 +ex?| dsdr
o ]

+08/ / L,

et, pour les autres termes, utiliser les observations faites précédemment et dans la démons-

ds dr < 400,

.
S
IN

dsdr < +00
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tration du lemme 2.2 du chapitre I. En conclusion,

< 10L
/ %hl dr < +00
0

< 10L
/ %hg dr < +00
0

*10L
/ 0 *h dr < +o00
0

<19
/ Byl dr < 400
0

si(e,¢,X,7,C) € (—€1,62) X By, X By X By X B¢ et (hy, ha, hs, hy) € B, X By, x B, x B.
De plus, %, %, %ﬁ et % sont des opérateurs continus; cela conclut la démonstration
o’ Ox’ Or e
pour Ls.
Finalement, pour L, et Ly, nous pouvons facilement généraliser la preuve du lemme
2.2 du chapitre I en utilisant le fait que les fonctions dans I'espace X, sont des fonctions

bornées.

O

2.2. Branches générées par la solution de I’équation de Choquard

Dans cette sous-section, nous montrons que une solution ¢y = (g, Xo, 70, (o) de (2.15)
génere une branche locale de solutions de (2.9).
Premierement, nous linéarisons l'opérateur D par rapport a (¢, x,7,¢) en (0,¢q) et
nous obtenons
1dp 7% + Qmé

rdr
1d k | h . h_ . @0 A o
D (0, ¢0)(h, k1, 2) = sk + 5+ —mtT —mE + el + etz
0x,1¢\Us Po UL, oy by L e
dr + r2 fo ¥o S

%z |z for wohds

r2

Si nous montrons que Dy . -¢(0, ¢) est un isomorphisme, alors nous pouvons appliquer
le théoréme des fonctions implicites et trouver des solutions de (2.9) proches de ¢.

Lemme 2.2. Nous définissons lopérateur W : X, x X, x X; x X; =Y, x Y, x Y, x Y

par
1dp 7,% + 2m§

rdr
1dp 4 B b o] ey
W(h,k,l,z) = J )
%l
42

W est un isomorphisme de X, x X, x X; x X¢ dans Y, x Y, x Y. x X¢.
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Démonstration. Ce lemme est évident si nous pensons a la démonstration du lemme 2.4
du chapitre I. Il est suffisant d’observer que 'opérateur d% est un isomorphisme de X dans
Y; et que 22z € Y, quel que soit z € X¢.

O

Finalement, nous observons que D, +.¢(0, ¢o)(h, k, 1, z) peut étre écrit sous la forme

D‘PvaﬂC(O’ ¢0)(h7 k) lv Z) = W(hv ka l7 Z) + S(h) (218)
avec
0
—m%m + e%(o
S(h) = r 2.19
( ) 16T7;m fo <p0hds ( )

55 o wohds

Théoréme 2.3. Soit ¢ — m? < 0 et ¢y une solution de (2.15), alors il existe § > 0 et
une fonction n € C((0,0), X, x X, x X; x X¢) telles que n(0) = ¢o et D(e,n(e)) =0 pour
0<e<d.

Démonstration. Puisque D(0,¢) = 0 et D est de classe C! dans un voisinage de (0, ¢y),
pour appliquer le théoreme des fonctions implicites il reste & montrer que D, +¢(0, ¢o) est
un isomorphisme de X, x X, x X, x X, dans Y, x Y, x Y, x Y..
Nous observons que D, (0, ¢o)(h, k,1,2) = 0 si et seulement si (h, k,1, 2) est solution
du systeme
dp— 2y o2mk=0
d%k:—l—f+h—mh70—mgool+ehgo~l—egooz:0
d%l + 105 fOT wohds =0

$z + 16“6 fo wohds =0

(2.20)

qui est équivalent a

et
2

o0 2
—d—h + 2mh — 167 (m* — *)m ( L) ds) h

dr? o max(r,s

o h
—327(m? — e*)m ( L) ds) wo = 0. (2.21)
0

max(r, s
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Or, si nous posons &(z) = % et nous nous rappelons que po(|z]) = |z|ug(z) avec ug

solution de (2.16), alors h est une solution de (2.21) si et seulement si £(z) est solution de

2
— A&+ 2mé — 4(m? — eH)m (/Rd ||l;0<_y?y|| dy) £

—8(m?* — e*)m ( . % dy) up = 0.

(2.22)

Il est bien connu que si e —m? < 0, alors 'unique solution de (2.22) dans H}(R?) est £ = 0
(voir [Len08] pour plus de details) et cela implique A = 0. Donc I'unique solution du systéme
(220)est h=k=1l=2=0¢et Dy, rc(0,¢) est une injection dans X, x X, x X, x X¢.

Enfin, si nous montrons que S(h) est un opérateur compact, alors D, -¢(0, ¢g) est
un opérateur injectif qui s’écrit comme la somme d’un isomorphisme et d’un opérateur
compact et donc nous pouvons conclure que D, ;¢(0, ¢o) est un isomorphisme.

Premierement, nous savons que T'(h) = 7%2 ( for woh ds) est un opérateur compact de X,
dans Y, et, de la méme fagon, nous pouvons facilement montrer que T'(h) est un opérateur
compact de X, dans Y.

Deuxiemement, comme (y a les mémes propriétés que 7y, les opérateurs %To, %Co de X,
dans L? (R?) sont des opérateurs compacts (voir la preuve du théoreme 2.5 du chapitre TI).

Finalement, S(h) est un opérateur compact de X, dans Y, x Y, XY, XYz et D, . (0, ¢)
est un isomorphisme de X, x X, x X, x X dans Y, x Y, x Y, X Y¢.

Donc, grace a I'application du théoreme des fonctions implicites, nous pouvons conclure
qu’il existe 0 > 0 et une fonction n € C((0,9), X, x X, x X, x X¢) telles que n(0) = ¢p et
D(eg,n(e)) =0 pour 0 < e < 4.

O
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La théorie de champ moyen
relativiste







Chapitre 111

The relativistic mean-field equations
of the atomic nucleus

Ce chapitre reprend le texte intégral d’un article soumis a Communication in Mathe-
matical Physics.

Résumé. En physique nucléaire, la théorie de champ moyen relativiste décrit le noyau
comme un systeme de particules de Dirac qui interagissent via des champs de mésons.
Dans le cas statique et en ’absence d’un auto-couplage non linéaire du méson o, les équa-
tions de champ moyen relativiste s’écrivent sous la forme d’un systeme d’équations de Dirac
non linéaires ou le potentiel est donné par les champs de mésons et de photons. L’objectif
de ce travail est de prouver I'existence de solutions de ces équations. Nous considérons un
probléeme de minimisation avec des contraintes qui incluent les projecteurs spectraux néga-
tifs et nous appliquons le lemme de concentration-compacité pour trouver un minimiseur
de ce probleme. Nous montrons que ce minimiseur est une solution des équations de champ
moyen relativiste considérées.



80 ITI. The relativistic mean-field equations of the atomic nucleus

The relativistic mean-field equations of the
atomic nucleus

Simona Rota Nodari

Abstract

In nuclear physics, the relativistic mean-field theory describes the nucleus as a
system of Dirac nucleons which interact via meson fields. In a static case and without
nonlinear self-coupling of the o meson, the relativistic mean-field equations become
a system of Dirac equations where the potential is given by the meson and photon
fields. The aim of this work is to prove the existence of solutions of these equations.
We consider a minimization problem with constraints that involve negative spectral
projectors and we apply the concentration-compactness lemma to find a minimizer of
this problem. We show that this minimizer is a solution of the relativistic mean-field
equations considered.

1. Introduction

In this paper, we present the first mathematically rigorous result concerning the exis-
tence of solutions of the relativistic mean-field equations of the atomic nucleus in a static
case and without nonlinear self-coupling of the o meson.

In nuclear physics, the relativistic mean-field RMF theory describes the nucleus as
a system of Dirac nucleons which interact in a relativistic covariant manner via meson
fields. During the last years, the relativistic mean-field theory has received wide at-
tention due to its successful description of lots of nuclear phenomena. The relativistic
mean-field model is considered to be the relativistic generalization of the nonrelativistic
models such as the Skyrme force or the Gogny force Hartree-Fock theory, using effective
mesonic degrees of freedom rather than instantaneous forces. The relativistic model de-
scribes successfully the single-particle structure of nuclei as the nonrelativistic ones and
provides a natural explanation of some relativistic effects as the spin-orbit force (see
[Rei89],[GMI6],[Rin96],[MTZT06]).

The model is formulated on the basis of two approximations, the mean-field and the
no-sea approximation. Thanks to the mean-field approximation, the fields for the mesons
and the photons are treated as classical fields and the nucleons behave as noninteracting
particles moving in these mean fields. This implies that the nucleon field operator can be
expanded in single-particle states 1, (z*),

b= 5" (@) d (L1)
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where a,, is the annihilation operator for a nucleon in the state a, while the densities become
simple bilinear sums over the 1\,. The no-sea approximation corresponds to neglecting the
vacuum polarization, that means that we have a number of occupied single-particle orbitals
Yo, a = 1,...,9, which determines the densities. We remind that when the isospin® of
the particles is not fixed, U, (z#) € C* ® C*. Moreover, the single-particle wave functions
have to satisfy the constraint [o, W2 (t, 2)s(t, x) d*x = dags.

The Lagrangian density of the RMF theory can be written as

E - Enucleons + Emesons + Ecouplmg' (12)

The free Lagrangian for the nucleons is

Q
‘Cnucleons = Z wall_)a(i (]12 & ’Y“) au - mb)ll)oz (13)
a=1

where my;, denotes the nucleon mass, 4* are the Dirac matrices, w, are occupation weights,

ngag1,and11)a—1l);(12®70)with]12—((1) (1))

The Lagrangian for the free meson fields is
Loceons = 50000 —m20”)
—Q(W@Mu — miwhw,)
_%(W .9,R, —m2R"- R,)
LIA,A, (14)

where o, w” and R* describe respectively the o, w and p meson field, and A* stands for
the photon field. Moreover, an antisymmetrized derivative is defined via

OrAY = orAY — 9V AV

We remind that the o meson is an isoscalar scalar meson which provides a medium range
attractive interaction, the w meson is an isoscalar vector meson leading to a short range
repulsive interaction, the p meson is an isovector vector meson needed for a better descrip-
tion of isospin-dependent effects in the nuclei, and the photon describes the electromagnetic
interaction.

Finally, the Lagrangian for the coupling is

‘Ccoupling = —Go50pPs — gww“pu - ng“ : pu - GA‘MIOZ -U (U) (15>

Tsospin (contraction of isotopic spin) is a quantum number related to the strong interaction. Isospin
was introduced by Heisenberg in 1932; he observed that the neutron is almost identical to the proton, apart
from the fact that it carries no charge. In particular, their masses are close and they are indistinguishable
under the strong interactions. So, the proton and the neutron appear to be two states of the same particle,
the nucleon, associated with different isospin projections ([Gri87],[GM96]).
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where U (0) = $bs0® 4 1bso? represents a nonlinear self-coupling of the o meson. Note

that in Reinhard’s paper [Rei89] the coupling constant for the p meson is 2g,.
The densities are

Q

Ps = Zwaq_)ozlpaa (16)
a;l )

P = Y walba (Lo @ 7,) W, (1.7)
a;l )

Pu = Zwalba (T @ ) Wa, (1.8)
a;l ) 1

P; = Zwall)oa (5(12 + 7A_0) ® PY,u) q)oa' (19)
a=1

We remind that R and p are vectors in isospin space and - denotes the vector product
therein, and 7 is the vector of the Pauli matrices which occurs in the definition of the
isospin operator. More precisely, the three components of the isospin operator are defined
by t = %i’ and, in particular, the third component is given by

Sl 110,
0=357 =5 0 —1)°

1 . . . ) )
the proton state, represented by the vector ( 0 ), is the eigenstate of 7y associated with

. 0 .
the eigenvalue 7y = 1 and the neutron state, represented by the vector ( 1 ), is the

eigenstate of 7y associated with the eigenvalue 7y = —1.

The model contains as free parameters the meson masses m,, m, and m,, as well as
the coupling constants g,, g, gp, b2 and bz. For the nucleon mass my the free value is
usually employed.

Most applications of the relativistic mean-field model are concerned with stationary
states; then, like in [Rei89], we want to derive the field equations for the static case. More-
over, we remark that it is generally true that proton and neutron states do not mix, that
means that the single-particle states are eingenstates of the operator 7. As a consequence,
only the components with isospin projection 0 appear, i.e. Ry, and po,.

Stationarity implies that all time derivatives and also the spatial components of densities
and fields vanish; only the fields o, wy, Rgy and Ay remain and they are independent of

. 3 1 1 1 1
time. Furthermore, the single-particle wave functions can be written as V¥, = ( 0 ) ® Yo

0

for protons, and 1V, = < 1

) ® 1), for neutrons. Each function v, may be separated as

Vo(t, ) = e "=ty (z) (1.10)
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33

where the ¢, are the single-particle energies and ¢, > 0.

Varying the action integral S = [ £ d*z with respect to the wave functions and to the

fields with all the above simplifications inserted yields
EaVota = [—iv -V + M+ go0 + guwoyo
1
+9,R007070 + 5614070(1 +70) | Yas

(A +m2)o+U'(0) = —gops,
(—A+m2)wo = gupo,
(=A+m2)Ro = gppoo,

—AAy = epp,

(1.11)

with v = (7',72,7%). This set of equations, together with the definition of the densities,
constitutes a self-consistent field problem that can be solved numerically using an iterative

scheme (see [Rei89], [BSM89]).

In this paper, we consider the case without nonlinear self-coupling of the o meson, i.e.
by = b3 = 0, and we choose a fixed occupation, that means that the occupation weights w,

are defined as

1 a=1,...,A
Wy =

0 otherwise

where A is the nucleon number.
In this case, the equations (1.12-1.15) can be solved explicitly and we obtain

_maH
9o [ €
= *57
7 4w(|-| p)

—muy ||
Jdu [ €
= — *
wo A ( ‘ . | pO) )

—m||

gp (€77

Ry = 2 o) .
00 47 ( |- ,000)

e 1
Ay = — | —*p§ ).
o = 5 (7774)
Hence, the equation (1.11) becomes
2 /o—mol] 2 /oMl
catha = |Ho— Y2 (S np, ) + 22 * Po
dr ' || A |

|
2 —my )| 2
g, (e ™ 1 e 1 .
+Toﬁ (T*poo) + 5(1 —|—7'0)— (—*po)‘| Ve

where Hy = —ia - V + my, is the free Dirac operator,

1 0 0 o
(5 ) (0 F)

(1.16)

(1.17)
(1.18)
(1.19)

(1.20)

(1.21)
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for k =1,2,3, with

(01 (0 =i (1 0
=V 1 0) 27\ 0 ) "o -1 )

The operator Hy acts on 4-spinors, i.e. functions v € H := L*(R3,C*). Tt is self-adjoint on
H, with domain H'(R? C*) and form-domain E := H'?(R3 C*). Moreover, it is defined
to ensure

Hf = —A+m.

The spectrum of Hy is (—oo, —my| U [my, +00), and the projector associated with the
negative (resp. positive) part of the spectrum of Hy will be denoted by A~ (resp. A™T).
Finally, we endow the space E with the norm |[¢||% := (¢, |Ho|¥) 2.

Using the convention 7y = 1 for the protons and 79 = —1 for the neutrons, the densities
can be written as

A

Ps = Ziﬁk%, (1-22>
kzl

po = Y Ui, (1.23)
k;l )

poo = Y Uitk— D> Uitk (1.24)
k=1 k=Z+1
Z

oy = > itk (1.25)
k=1

with Z the number of protons, N = A — Z the number of neutrons and 1; = 1} 3;
furthermore, the nonlinear Dirac equations are given by

2 7m0'|" 2 7mw‘|
Hy o = [HO_ i]_; (6|‘| *ps> _|_g_w (6|‘| *p()) (1.26)

2 —my )| 2

g, (e e 1 .

- — | % i = €Y
+47T< || *p00>+47f<\'| po)]w i

if 1 <i<Z, and

2 —me || 2 —my||
g € g €
Howty = |Hy—p9 (S up,) + 2 1.2
ot lo 647r<|-| *P)+47T(|.| *Po) (1.27)
2/ ol
g e r
—=£ * poo | | Yi = €y
47 ||

if Z+1 <i <A withW = (¢1,...,9z,%z41,...,14) and under the constraints [o, 1F1); =
0ij for 1 <i4,5 < Zand for Z+1<14,5 < A.
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In what follows, V, ¢ and V,, ¢ denote the potentials of the nonlinear Dirac equations,
namely V, ¢ = H, v — Hy for p=p,n

Note that the scalars £; can be seen as Lagrange multipliers; indeed, the nonlinear Dirac
equations are the Euler-Lagrange equations of the energy functional

A
Z/ Uy Hothy — // ps—s) —mole=yl gy dy (1.28)
, 3 RIxES |7 — Y]

R e S

R3xR3 |l‘ - y’

// poo(® Poo(?/) el dady
R3xR3 ‘x - Z/‘

87T R3xR3 |£L’—y’

under the constraints ng Yip; =0 for 1 <4,j < Zand for Z+1 <1i,57 < A. Here we
can suppose that the matrix of Lagrange multipliers is diagonal because of the fact that
E(W) is invariant under the transformations of (¢4, ...,1%4) of the form

— Up 0
= (v e )

where U, (resp. U,) is a Z x Z (resp. N x N) unitary matrix. In the energy functional,
we remark that only the ¢ meson provides an attractive interaction. Indeed, if f is a real

function,
f(‘r)f(y) —A|z—y| _ ¢ 2 1
//RSX]R3 7 — ] e dxdy = C . | f(E)] k2+)\2dkz

with C a positive constant and f the Fourier transform of f. As a consequence, the term

// pS Ps ) —ma|m—y\ dl’dy
R3 xR3 |$—y|

is negative and describes an attractive interaction.
Since the functional (1.28) is not bounded from below under the constraints [, ¥1); =
dij, as in [ESO1] (see also [ELS08]), we introduce the following minimization problem

I = inf{é’(\l/);\lf € <H1/2>A,/ Uiy =61 <4,j < Z,Z2+1<i,j <A,
R3
Ay, 0z2) =0, A 4 (Vz4a, ..., 1ba) = 0} (1.29)
together with its extension
R3

Z+1 SZ,]SA, A;¢(¢177¢Z>:O?
AT:,\I/(wZJrla---?wA) = O} <13O)
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where, for u =p,n, A 4 = X(—00,0)(H,,w) is the negative spectral projector of the operator
H,w,

A1, 0z) = (A g1, A y¥z) = A, 0,
and

A;\p(wZHy cee a@/’A) - (A;W¢Z+l7 s 7A7:\If77/}A) - A;\I,\I/n.

The idea of using a constraint of the form A ¥, = 0, for 4 = p,n, is due to M.J.
Esteban and E. Séré in the case of the Dirac-Fock equatlons (voir [ESO1]). This constraint
has a physical meaning; more precisely, if we neglect the vacuum polarization, the Dirac
sea is represented by the negative spectral projector A . According to the interpretation
of the negative part of the spectrum and to the Pauli exclusion principle, the single-
particle energies €; should be strictly positive and, as a consequence, ¥, should be in
the positive spectral subspace of H, ¢ for u = p,n. On the one hand, the use of the
constraint A W, = 0 is very helpful since it transforms a strongly indefinite problem
into a minimization problem; on the other hand, dealing with this constraint is the main
difficulty of the proof of our results.

In this paper, we prove that, for g,, g, g, and e sufficiently small, a solution of the
equations (1.26) and (1.27) can be obtained as a solution of the minimization problem
(1.29).

Theorem 1.1. If g,, g.,, 9, and e are sufficiently small, a minimizer of (1.29) is a solution
of the equations (1.26) and (1.27).

Moreover, the application of the concentration-compactness method ([Lio84a], [Lio84b])
to the minimization problem (1.29) yields the following theorem which is our main result.

Theorem 1.2. If g,, 9., g, and e are sufficiently small, any minimizing sequence of (1.29)
is relatively compact up to a translation if and only if the following condition holds

[<[()\1,...,)\A)—|—[(1—)\1,...,1—)\A) (131)

for all \y € [0,1], k = , A, such that Z Ak € (0, A).
In particular, if (1. 31) holds, there exists a minimum of (1.29).

This result is relevant both from mathematical and physical point of view since it
provides a condition that ensures the existence of a ground state solution of the equations
(1.26) and (1.27). Furthermore, this is the first result relating the existence of critical points
of a strongly indefinite energy functional to strict concentration-compactness inequalities.

The condition g,, g.,, g, and e sufficiently small means that we are in a weakly relativistic
regime. In our proof of theorems 1.1 and 1.2, this condition is required for several reasons.
First of all, if g5, g.,, g, and e are sufficiently small, we can show that H, y is a self-adjoint
isomorphism between H? and its dual H~'/2, whose inverse is bounded independently
of W. Moreover, we need this condition to prove that a minimizing sequence of (1.29) is

bounded in (H'/ 2(R3))A. We remark that the estimates on g, g.,, g, and e are explicit up
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to this point. Finally, in both theorems, we have to apply the implicit function theorem
with ¢,, 9., g, and e as parameters.

This result is different from that obtained by Esteban—Séré on the Dirac—Fock equations
(see [ES99], [ESO1]). In [ES99], by a more sophisticated variational method, Esteban—
Séré found a infinite sequence of solutions of the Dirac-Fock equations and, in [ESO01],
they showed that, in a weakly relativistic regime, the “first” solution of the Dirac—Fock
equations found in [ES99] can be viewed as an electronic ground state in the sense that it
minimizes the Dirac-Fock energy among all electronic configurations which are orthogonal
to the Dirac sea. Their variational method takes advantage of the fact that the Dirac—
Fock energy functional is not translation invariant: it contains an attractive interaction
term, due to the nucleus, which confines the electrons. The nonlinear interaction is rather
purely repulsive so that the use of concentration-compactness is not necessary. On the
contrary, the energy functional that we consider is invariant under translations and one of
the nonlinear interaction terms is attractive; because of the translation invariance, we are
naturally led to use the concentration-compactness argument.

In section 2, we introduce some useful properties of the potential V, ¢ and of the
operator H, g for y1 = p,n. In section 3, we show how we can apply the concentration-
compactness argument to the minimization problem (1.29). Finally, in section 4, we prove
theorem 1.1.

2. Properties of the potential V, g

In this section, we describe some useful properties of the potential V, ¢ and we give a
condition on the parameters (g, guw, gp, €, N, Z) which implies that H, ¢ is a self-adjoint
isomorphism and its inverse is bounded independently of .

Lemma 2.1. For any ¥ € (Hl/Q(R?’))A,

Vow € L"(R?), 3<r<oo
Vow € L'(R3), 1<7r < oo0.

Proof. The proof of this lemma is an application of Young’s inequality : if f € LP(R3),
g € L1(R?), then
1f > gller < 1 fleellgl ze

With1+%:%+%,1§p,q,7"§oo.

We remark that if U € (Hl/Q(R3))A, then ps, po, poo and pf are in LP(R3) for 1 < p < 2.
Furthermore, using the definition of the Gamma function, we can show that, for any A > 0,
67‘;;%‘ € LYR?) for 1 < g < 3.

Finally, we observe that ﬁ can be written as ﬁ = hy(x) + ho(x) with hy € LY(R3?) for
1 <a<3and hy € LP(R?) for 3 < B < oo, where hy(z) = ﬁ for |z| <1, hy(z) =0
otherwise.
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Hence,
2 /=l 2 ool 2/ g=myl|
ga € gw € gﬂ € i
V = —f[== * Pg = * £ *
47r< H p) 47r( ] ”°)+47r( H p“’)
€L (R3) ) L7e (R3)
e? e? 5
+5l_7r (ha(z) *ﬂﬁlJrél—ﬂ (ha(z) *PS} € L"(R°)
CLURS)(\Lre(RS)  €Lm(R3), 3<r<re
for 3 < r <r.with r, = 9_535 for any € > 0, and
2/ mmol 2 /o=l 2/ o=myl|
95 (€ 9u (€ 9p (€77 (T3
Vn = —)— _— s — * —_ * EL R
=g (i) 8 (o) - 2 (o) e )

forl1 <r<r,.
O

For reader’s convenience, let us remind the following lemma which lists some properties

of Hy and coulombic potential V(z) = ﬁ

Lemma 2.2 ([ES99]). The coulombic potential V(x) = ﬁ satisfies the following Hardy-
type inequalities:

(V) < 5 (54 2) (ol 1)

for all o € AT (HY?) U A=(H'Y?) and for all probability measures p on R®. Moreover,
(0, (1% V)§) 12 < 5 (0, | Holg) 2, Vip € HY, (2.2)
1(x V)elle < 2[IVll2, Vo € HY. (2.3)

In the particular case where p is equal to the Dirac mass at the origin dy, we refer
to Burenkov-Evans ([BE98]) and Tix ([Tix98], [Tix97]) for the inequality (2.1), to Herbst
([Her77]) and Kato ([Kat80]) for (2.2) and to Thaller’s book ([Tha92]) for the standard
Hardy inequality (2.3). The extension of (2.1), (2.2) and (2.3) to a general probability
measure f is immediate.

Then, using lemma 2.2 and proceeding like in [ES99] (Lemma 3.1), we obtain the
following estimates.

Lemma 2.3. Assume that

2A + ¢?max(Z, N 2
Am /24 2/7
A4+ 2A+ 27 + 27 2
95 95 9, < , (2.5)
47 T/2+ 2/
2A+ g2A+ ¢?°N 2
9GGA+ g A+ g (2:6)

< —.
4 T2+ 2/
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There is a constant h, > 0, such that for any ¥ € (H1/2(]R3))A such that
Gramyz (V) < 1,

and ¢ € H'Y?(R3),
hull e < N Hpwtpll =12 (2.7)

with p = p,n. In other words, H,y is a self-adjoint isomorphism between H'Y? and its
dual H=Y?, whose inverse is bounded independently of W.

Finally, a straightforward application of the inequality (2.3) yields the following lemma.
Lemma 2.4. Assume that

2 2 2 2
+9 . +g)A+e 2
. (95 + 9o 2gp) <1 (2.8)
m
2 2 2
+ g2+ gH)A
g, - Y g; WA (2.9)
m

For any ¥ € (Hl/Q(RS))A such that Gramp2(¥) < 1,

Viw < d?|H,| (2.10)
(1—d,)'"*|Ho|l < |Hyul (2.11)

for w=p,n.

Remark 2.5. Our estimates are far from optimal. In particular, we do not give any condition
on mg,, my, and m,. We can expect that taking into account the meson masses, one can
obtain better estimates.

3. Proof of theorem 1.2

This theorem is an application of the concentration-compactness argument (see [Lio84al,
[Lio84b]). Like in [GL86], if (¥, ..., 4%) is a minimizing sequence of (1.29), then we apply
the lemma below (proved in [Lio84a]) with the probability P, in R* whose density is %p*

A
and g = 3= Ul

Lemma 3.1. Let (Py) be a sequence of probability measures on RY. Then there exists a
subsequence that we still denote by Py, such that one of the following properties holds:

i. (compactness up to a translation) Iy* € RN, Ve > 0, IR < 00

Py (B(y*,R)) >1—¢;
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ii. (vanishing) VR < oo
sup Py (B (5, R)) - 0;

yERN
iii. (dichotomy) Ja € (0,1), Ve > 0, VM < oo, ARy > M, Iy* € RN, AR, - +00 such

that
P (B (4. Ro)) — o] <=, [P (B ()~ (1 - )] <<

In the following subsections, we prove that if the condition (1.31) holds, then we can
rule out dichotomy and vanishing.

First, we make a few preliminary observations; let U* = (¢f,... %) be a minimizing
sequence and ¢,, g.,g, and e such that d, < ‘; for 1 = p,n, then ¥* is bounded in
(HY 2(R3))A. Indeed, since ¥* is a minimizing sequence, there exists a constant C' such
that

A Z
> W) = 30 (W5 Hot) o+ 5 S (0 Vi),
7=1

j=1
1 A
+§ Z Wfavn,\pkwf)p
j=Z+1
z A
- Z( vap,‘llkq/]jl?)LQ_}— Z ( ?7Hn,‘llk¢;’g)L2
j=1 j=2+1
1< 1 &
52 5 p\pkwk _5 Z ( k’ n\pkwk)
Jj=1 Jj=Z+1

Then, using the fact that, for any k € N, ¢} = A*sz/;k for 1 <j<Z, ¢ = A*wkz/;k for
Z +1 < j < A and the inequalities (2.10) and (2. 11) we obtain

z A
C > (U [Hpur|0F) o+ D (05, [Ho ) 2
j=1 j=Z+1
1 - d1/2 k H, k 1 - d1/2 k H. k
_52 P ( j’| 0|¢j)L2_§ Z n ( j’| 0|¢j)L2
j=1 j=Z+1
z g2 A g2
>3 [(1—dp)1/2—”7] 18122 + > [(1—dn)1/2—7] 15 1712
Jj=1 j=Z+1

As a conclusion, if 2(1 —d,)"/2 — d)/> > 0, that means d,, < 2, then ||\Ifk||?H1/2)A is bounded
independently of k£ and [ is bounded from below.



3. Proof of theorem 1.2 91

3.1. Dichotomy does not occur

If dichotomy occurs (case iii.), then, roughly speaking, U* = (¥ ... %) can be split
into two parts that we denote by W} = (¢f,...,¢% ) and W§ = (¢f,,...,¢%,). More
precisely, let &, ¢ be cut-off functions: 0 < ¢ <1,0< (<1, &(x)=11if |z| <1, &(x) =0if
2] > 2, C(x) = 0if o] <1, ((z) = 1if [ > 2, &, ¢ € D(R?) and let &, ¢, denote & (;>

¢ (;) We set
51 = f%( - yk)@bzk
zk,2 = C%( - y'“)wf

with Ry 7 +00. We remind that dist (Supp ’(/)f,l, supp wng) > 0,

[l = (i + 0ia) | 7 0 (3.1)
for 2 <p < 3, and
(see [Lio84al, [LL11]).
Next, we may assume that
fRB ¢k1 =\ 51]7 fRB ]2 — (1 - Az)(sz]a (33)

A
for 1 <i,j < Z,Z+1<i,j <A, with \; € [0, 1] such that > \; € (0, A). In fact, suppose
i=1
that ©F = (0F,...,0%) is a minimizing sequence for which the dichotomy case occurs. We
remind that (V) is invariant under the transformations of (¢1,...,%4) of the form

_ (U O
(v e
where U, (resp. Uy,) is a Z x Z (resp. N x N) unitary matrix; then, using this kind of trans-
formatlons and writing ©f = (0} ,, 0} ), it is clear that we may diagonalize Gram,2(©F )
and Gram;>(©%,). In particular, we have

Grang(@ )= dlag()\lf, .. A’g),
Gram (0" 1) = dlag()\z+17 YY)

with 0 < AF < 1 for all k € N. Since {\F}, is a bounded sequence in R, up to a subsequence

GramLz (@l;’l) — Ap,l ? 0 Ap,l = diag(/\l, R )\Z),

3.4
GramLz(@Zvl) — An,l ? 0 An,l = diag()\z+1, e )\A) ( )
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Moreover, as a consequence of the definition of ©% and ©%, we have

Grampz2(0F,) — A, =0 Ay =diag(l— Ay, 1= Ag),

3.5
GramLz(GfL’Q) — Amg 7 0 Amg = dlag(l — )\2+17 ey 1-— /\A) ( )

So, to obtain (3.3), we proceed as follows.
First of all, we define the sets 7, = {i e N: 1 <i < 7}, 7,, = {i € Z, : \; = 0},
IQz{iGIp:)\izl},IpJ:I\Iplande2 I\ng
Second, if ¢ € 7,,, we replace 91' with wl . = 0 and, in the same way, if ¢ € 7,5, we
replace 0F, with ¢}, = 0.
Next, we denote
@gl — (eﬁl)ieip,l , é’;,l - Gl"al’Ile (él;,:[)’
@];2 . (952)1'6:2;;72 y G’;g — GramLZ(@];72),
Ap,l = dlag ()\z) AZLQ = dlag (]_ — )\z)

inp’l ) iGjpg )

and we remark that Anl and Ap,Z are invertible matrices. Furthermore, using (3.4) and
(3.5), we can write, for k — +o0,

él;,l = A10,1 +o(1), él;g = AIL? + o(1);
then é’;l and @’;72 are invertible matrices and
(Cr) =407 +o(1), (G =457 +o(1).

and ©F

p,2°

To conclude, it is enough to consider a small perturbation of ©F More

precisely, we take

p,1

Tk (. k _ A2/ Ak \-1/2Qk
\IIPJ — ( iyl)igfp’l - APJ (Gp,1> / 6p,l
Tk (k AL Ak N—1/23k
‘ij,2 - (¢i,2)ieip72 - APQ <Gp,2> / @pﬂ'

By a straightforward calculation, we obtain GramLz(\Il’g ) = A, and Gram2(PF,) = A, 5;
hence, writing WF | = (¢f ... awz,1) and UF, = ()f,,... 9% ,), we have

GramLQ( 1) = diag(A1, ..., Az) and Grang( o) =diag(l —Ay,..., 1= Az).

Finally, with the same arguments, we can construct W), = (¢%,,,,...,¢%,) and
\1171272 = (¢§+1,27 cee 777&,’2‘172) such that

Gramzz (V) ) = diag(Az41, ..., Aa) and Grampz(V),) = diag(l — Az41,..., 1 — Aa).

We remark that U§ = (¢F ,...,¢%,) and U5 = (¢f,,...,¢%,) do not necessarily
satisfy the constraints of I (Ay,...,A4) and I (1 —Aj,...,1— X\4) respectively, then we
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proceed as follows.
First, we show that

— . 4
Ap7WIf (1%6,17 ce 7¢21) ? 0 in (H1/2(R3)) )

_ . N (3.6)
Am\pllc (¢§+1,1: . a@z)lju) ? 0 in (Hl/Q(RB)) )
and 2
Ai\pk (¢]1€,27 tt 7¢§,2) —0in (Hl/Q(Rg)) ’
n g (3.7)
_ . N :
An,\plj (¢§+1,2a e ,@Z)I,Z,z) ? 0 in (Hl/Q(Rg)) :
Second, using the implicit function theorem, we construct
Of = (BF,, ), ®F = (0, @k ) € (HYA(R?))” x (H'A(RY))",
small perturbations of W¥ W% in (H1/2(R3))A, such that
- ok — - ok —
Ap’q)fq)p’l =0, Am,ffbn,l =0, (3.8)
A as®p2 =0, A 5Py =0 (3.9)
and
GramLz(CI)ﬁ’i) = GramLz(\I/Z,i) (3.10)

for y =p,nandi=1,2.
In conclusion, thanks to the continuity of £ in H'/2(R?), we obtain

I = lim £(U) > lim E(WF) + lim E(})

k—ro0 k—o0 k—o0
= lim &(PY) + lim £(P5)
k—o0 k—o0

Y

T(A, oo a) 1 (1 =X, .., 1= Ay)
that clearly contradicts (1.31). We remind that the first inequality is obtained by using

the properties of localization of W% Wk V¥ and VWA
We start by showing that

_ ) z
Ap7qﬂf(¢’1§,17 . ,@Z)gl) ? 0 in (HI/Q(]R?’)) )

Using the formula (see [Kat80])

a _ 1 [t o o
Ap—Ax = o | (A=) = (B—in)] dy (3.11)
1 [t

= o - (B-A)B-m)tay

—0o0
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we can write

1o =1 =1 k
= on (Hp gt —in)~ (Hp,qﬂf - Hp,\I/k)(Hp,‘l/’f —in) "y dn.
forv=1,...,Z. Hence, if we prove that
) P‘I’MD H1/2 k
and .
[ s = 0 g~ Hyn) B = in) | an 0

—00

we can conclude that

p\ykw

H1/2 k

First of all, we consider

= H p, Uk — “7 I(Hp,\lﬂf - Hp,\I’k)(Hp,\Iﬂf - in)_ll/}f,l

H1l/2
and we prove that, Vn € R,

() = 0.
We decompose the proof of this fact into two lemmas.

Lemma 3.2. Assume that g,, ., g, and e are sufficiently small and let U* be a sequence in
(Hl/Q(Rg)) such that Gramp2(¥*) < 1, Vk € N, and || * H ja s bounded independently

of k for 2 < p < 3. Then for any ¢ € L*(R3) and for any n E R, there exists a constant
hy, such that

1 C
H i e K ot —— 2 3.13
H( powk — 1) <PHH /2 (m2 + )1/ <”90HL (2 PRI el ) ( )

with C' a constant that does not depend on k.

Proof. First of all, we write

(Hypor —in) ' = x
¢ = (Hpge—in)x
¢ = (Ho—1m)Xx + VpwrX

(Ho —in) "' (¢ = Voyurx) =

=
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where V, yr = H, g+ — Ho. It is easy to show that if ¢ € L?*(R?), then y € H/?(R3);
indeed, there exists a constant h, > 0 such that

: . 2
lellz: = ((Hpwr —in)x, (Hpge —in)X) 2 = || H, kaHLQ + 177 [|x|7
> mph2 Xl + 07 X7z > mbh2 IxZ2 + 7% Ixl72
thanks to Sobolev embeddings and lemma 2.3.
Next, to have a good estimate of the H'/?-norm, we use its definition and we obtain
o 2
Xl = [[(Ho =i~ (e = Vourx) || e
—_— 2
_ / (m2 + |p|?) 2 P(p) — Vourx(p)
RS Ho(p) —in
2 2\1/2 0
Af%éf%;(|ﬁ|+pwmﬂ)dp
0

g My + |p|? +n?
(mj + Ipl2)1/2

: /11{3 (m2 + |p|?)YV2(mg + n?)1/? (| (p )| +

1
mZ L )i (HSOHi? + H%,qmﬂ!é) :

dp

Voix(p )D dp

Ve x(p )‘2) dp

To conclude, we have to find an estimate for H\/p\yk XH ;2- In particular, we have

Vowrxl e < Vowr ]l s Ixllzoia < [ Vpswr | s XI55 1115
1/3 2/3 _ C
< Cllell H ok — 1) <PHL2 S W ol 2

where in = mph, and C is a constant that does not depend on k. Hence,

1 C
e = i) el < e Bellin + e ol
’ = ) -+ s
p

Vn e R.
O]

Lemma 3.3. Assume that gy, gu, g, and e are sufficiently small; let W* be a minimizing
sequence of (1.29) and WY, Uk defined as above. Then, fori=1,...,Z,

(H, gt — Hypr)(H, gt — in)7'f —> 0 VneR. (3.14)

p,
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Proof. First of all, we study the behavior of
(Hp,‘I/’f - ”7)71 z]'fl

in R® \ B (y*, &), Writing £r, ,Q():fik(—y)weobtain
&y

8

(Hp,\lﬂf —in)‘l 51 = (Hp,\I!’f —in)” f Ry k¢k &y, ’(Hp,\lﬂf —in)‘1¢f + 7 (3.15)

s Y s Y

with 7% defined by
o = (s — i)™ € ] 00 (3.16)

8 Y

As a consequence, we have

ka k( p\I/k_WD 11/}k

H(Hp,\If’f — i)~ f,1 + HTkHLQ(R3)

s < (s )

+ HTkHLZ(R3)

o (o 2p)

k
- HT HL2(R3) (3.17)
since supp £Rk =B (yk’, h}). Then, to prove that (Hpﬂ,;f —in)~t ’“1 converges to 0 in
L? (R3 N B (yk, %)), it is enough to show that the norm of the commutator
[(Hp,\lﬂf - 2.77)717 5%7yk:|
converges to 0. We remark that
T = (Hp,\ll’f —in)~! [ka v (A p Uk — ”])} (H, wk i) Yf
= (Hp,\Iﬂf - “7) 17'a Vng k( p\I/k - “7) 1¢k
Hence, using lemma 3.2, we obtain
HTkHHl/z(R:s) = O(R,;l) (318)
Finally, using the fact that Ry 7 +o0,
\N—1,k
H(Hp,\ll’f - ”7) 1,1 LQ(R?’\B(yk,%)) ? 0 (319)
and
CN—1 0k
H(Hp,\lﬂf - ZT]) 77Z)i,1 LP<]R3\B(y’9 ﬂ)) ? 0 (320)

for 2 < p < 3 thanks to interpolation inequality and Sobolev embeddings. Indeed, we
remind that (H, g+ —in)~'¢f, is bounded in H'/?(R?).

p,
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Second, we consider the potential

W=t = [ (S Gt =)
2 AJ:I —myl|
A (e (- )
93 2/ ommol k12 12
+—W;< N *<|¢j,1| _Wj‘))
93 A e~ mpl| 12 k12
1 2 (T -t
2 & 1
+E;<I_ (k= i >)] (3.21)

and we estimate the L™-norm of W* in By := B(y*, Z). Using (3.1) and the definitions of
1 and @/Jﬂ, we obtain, for 1 < p < %

1952850 = 55| sy S 950850 = WFa + 95D W50 + 5 s
+ O[5 + 952 = 5l pangeey 7 ©

and, in the same way,

1o l* = s

2
<H|¢f1| = |5+ 55 LP(By)

+C H@Dfl + 1/’?,2 - ¢f||L2P(R3) ? 0.

Next, we remark that this potential contains three types of terms; for the first one, we have

e_mUH

G )

L7(By)

R |

L35/12(Bk)
Similarly, for the second type of terms, we obtain

efm ||

el (CARUAY
- | %

,me

k)

| Cletal” = s )

(&

IN

— 0.
L5/4(By) k

L35/12(Bk)
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For the last term, we remind that ﬁ can be written as ﬁ = hy(z) + ho(x) with hy €
L®12(R3) and hy € L7(R?), where hy(x) = ﬁ for |z| < 1, hy(z) = 0 otherwise. Then

Hﬁ * (Wﬁlﬁ N |¢f’2) L7(By)
(CAREAS]

S ||h1||L35/12(Bk)

L5/4(By,)
e (AR T | A
Finally,
||Wk||L7(B<yk%>) —0. (3.22)

In conclusion, using (3.20) and (3.22), we obtain

2
=1k
H(Hp,lll’f - Hp,\lf’“)<Hp,\IJ’f - 7'7]) i,1 L2(R3)

—HW \I,k—m) 1 f

Ul L2 wa)

2
HW \I/k_/”?) ! 51 L2< (k:Rk )—i_HW plIlk_Z'T])il 7{67]_

(o1 2))

< HWkHi7(B( k Rk H p, Uk —in)” w L1475 (89)
+ Hwk”;(u@) ‘(Hp,\lf’f — i)~ f,l — 0.

L14/5 (RS\B(yk,%)) k

]

Hence, if we apply lemma 3.2 to ¢ = (H,, gr — H), gr)(H, gx — i)~ !

result of lemma 3.3, we can conclude that

H(Hp,\llk - Z'77)_1(Hp,\lf’f - Hp,‘l”“)(pr‘PIf —in)”™! 51

kl and we use the

(3.23)

%

H/? Kk
for all n € R.

Finally, to prove that f oo f¥(n)dn — 0 as k — oo, we use the Lebesgue’s dominated

convergence theorem. Indeed, the sequence f* converges to f = 0 for all € R and is

dominated by an integrable function g. In particular, using lemma 3.2 and its proof, we
remark that, Vk € N,

1
k 1,k
|/ (77)|§(miJr—nQ)l/“(hL (h2 +n?)! )H O L2
C C
< - 1+ —— —
(m3 + n?)VA(h2 + n?)1/3 ( (h2 + 1/3) 3]l = o)

< ¢ 14— )=
= (m2 + 2)1/4(;}24_ 2)1/3 * (ﬁz_i_ 2)1/3 =g(n)
b Ui D Ui D n
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and g(n) € L'(R). Then
F*(n) dn — 0.

Now, to prove that A;\Ijkw;fl A g€ (- — y* )k converges to 0 in H'/2(R?), we give an

8

estimate on the commutator [ ok Ery (- — )} . Writing &g, yk() = ¢r, (+—v") and using
8 8 7 8
Cauchy’s formula, we infer
1 [T 1 1
A | =5 Tt
[ nwk’géﬁﬂk 2 J_ o n@k-%ingggﬂk gggﬂkfﬁxmk+-ﬁ7 g
1 [T 1 1
=—— _ H n| ——d
21 J_ o puk T wm [g%’yk’ pwk ) Hp7\pk +in "
1 Foo 1 1
| e Ve i
TJ oo Hpgr+ 277 Wy H, yx + 1

Hence,

k e vaﬂ y* || Lo 1
[0 1 Hl/z—C/_OO 2+ (g + iz 1= OUT).

Then, as Ry, ? 400, we obtain

|87 €] 0t

H1/2 k

and, since A;\pkwf,l = |:A;\I/k7€%7yk:| ¢f+f%7yk/&;ww£f and A;\Ijkwf = 0, we conclude that
- k k
Ap&,f (V115 ¥71) ? 0

n (HY 2(R3))Z. Moreover, with the same arguments used above, we prove that

A;qﬂf(@/@ﬂ,p e 71/1,131,1) o 0
n (H1/2(R3))N
Furthermore, to show that
A;\IJIQC <¢f,27 cee ad)gﬂ) ? 0 and A;qﬂs (¢§+1727 tee 7,¢]/€l,2) ? 0

n (HY Q(R?’))Z and (H' 2(R3))N respectively, we can proceed as before; only the proof of

wﬁyﬂmm@%—wlk—w Vn € R, (3.24)

D,
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is slightly different. In this case,

H \I’k - p‘I/kHL7<]R3\B( T)) ? 07

thanks to the localization property of wéfl, and <Hp,\lf§ —in)~! ’“2 converges strongly to zero

in LP (B (yk, %)) for 2 < p < 3. In conclusion,

( p\II’“_Zn) ! zk,2

2
H(I{p,\IﬂQC - [{p,\Il’“)(I{p,\If’QC - in)ilw& SCl

L2(R3)

(50 2)

2
— 0.

L?(R?\B(yk,%)) k
Now, we want to construct ®f = (®F, ®F ) &F = (OF, @F,) € (Hl/Q(R:”))Z
(Hl/z(R3))N, small perturbations of W#* W% in (H1/2(]R3)) , that satisfy the constraints of
I (A, .., 4)and I (1 —Aq,...,1— X\y) respectively. For this purpose, we use the follow-
ing lemma and its corollary. The proofs of the lemma and the corollary are given in the

appendix.

+ s

( p\IIk - Hp,\I!k>

Lemma 3.4. Take U = (U, W,) € (HY2(R*))” x (HY2(R*)" such that
i. Gramy: (V,) :== G, < 1z and Gram: (V,) := G, < 1y are invertible matrices;

1450 ©oll 1722
1A Call 2y <0

for 6 > 0 small enough.

If 95, 90,9, and e are sufficiently small, there exists ® = (®,,P,) € (Hl/Q(R3))Z
(H1/2(R3))N such that

A, Py =0, (3.25)
A, 3P, =0. (3.26
Moreover,
Gramgz (®,) = G, (3.27)
Gramyz (®,) = G,,. (3.28)

Corollary 3.5. Tuake UF = (Uh WF) € (Hl/Q(R3))Z X (Hl/Q(R?’))N a sequence of functions
bounded in (H1/2(R3))A such that

i. Gram;jz (\If’p“) :=Gp < 1z and Gramp: (V) := G, < 1y are invertible matrices that
do not depend on k for any k € N;
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A

A

n, Uk

N4 —
p, ¥k = p (HV/2)Z k

k
n

(H1/2)N k

If 9o, 9w, g, and e are sufficiently small, there is a constant ky € N such that, for any k > ko,
there exists ®F = (OF, OF) € (H1/2(R3))Z X (HI/Q(R3))N with the following properties:

a.
A, @y =0, 3.29)
A, g @ =0. 3.30)

b.
125 = Tyl| 41727 = 0, (3.31)
25 = T3l gra/eyw = 0. (3.32)

C.
Gramp: (@) = G, 3.33)

Gramjz (q)k) =G, 3

So, using the corollary 3.5, we can conclude that if g,,g.,9, and e are sufficiently

small, there is a constant kg € N such that, for any k > ko, there exists ®} = (®F

P19 (I)ﬁ,l) €

(H1/2(R3))Z X (Hl/Z(R?’))N with the following properties:

1.

_ ko
Apj(b,f@p,l =0,
_ ko
An7¢11€®7’l,1 — 0.

11.

195, -
[

i, For 1<i,j<Z,Z+1<4,j<A,

[ etiok = ra

qj];,l H(H1/2)Z ? 0,

\Ijﬁ,l H (H1/2)N ? O'

(3.39)
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In particular, if
Gramgz (Uh,) = diag(\y, ..., A7) and Grampz (V) ) = diag(Az41, ..., \a)

are invertible matrices, we apply the corollary 3.5 to W%,

On the other hand, if Gram,> (U},) or Gram. (¥¥ ) is not an invertible matrix; then

there exists i € {1,..., A} such that \; = 0. As a consequence, wéfl = (0 for any k£ € N.
We assume, without loss of generality, that \; = O for 1 < i < r,, Z+1 <1 <1,
and \; # 0 forr, < i < Z, r, <i < A, and we denote \If’;l = (¢rp,17~ ,¥%,) and

\iﬂfz,l = ( Tn,lr " 7wA 1) Since
Gramp: (\i/];l> = diag(\,,, ..., Az) and Gram» (\i/ﬁl> = diag(A.,, ..., Aa)

are invertible matrices, we can apply the corollary 3.5 to W = (\I/k \if 1) to obtain, for

p, 1>
any k > ko, OF (@’;1, ‘I)]ZJ) such that
1.
A}),@k L =0,
A;q)kcbk L =0,
ii.

2k Tk
Hq) 1 \ij

1 — U,
(H1/2)Z*7‘p+1 k

— 0,

(HY/2)N=rn+1

Tk Tk
H(I)n,l -

n,1

iii. Grampe <\i/’;1> = Gramp2 <<i>’;1> and Grampz <\ifﬁl) = Gramp2 <<i>’fll>
To conclude, it is enough to take
q)];1_< 0¢rp1""7(£%1)

and A A
O =(0,...,0,0F 1,....0%)

and remark that H, gv = H#@;f for p =p,n

In the same way, if g5, g.,, g, and e are sufficiently small, there is a constant ko € N such
that, for any k > ko, there exists ®§ = (®F,, @k ,) € (H2(R?))” x (HY2(R*))" with the
following properties:

i.
Ay cI)’“ =0, (3.40)
A <I>k oy =0. (3.41)
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il.
”(I)];Q o \I;];QH(HU?)Z ? 0, (3.42)
||(I)]r€z,2 - \ijL,QH(HI/2)N ? 0. (343)
iii. For 1<4,j<Z, Z+1<i,j<A,
/ Pratdis = (1= Ni)dy;. (3.44)
Using (3.37), (3.38), (3.42), (3.43) and the continuity of £, we remark that
lim E(PY) = lim E(PY),
k—00 k—o00
lim £(U5) = lim £(PY),
k—o0 k—oo
and then, if dichotomy occurs, we have
I = lim £(U%) > lim £(UY) + lim £(TH)
k—o0 k—o0 k—o0
= lim &(7) + lim £(P3)
k—o00 k—o00
> T(A, oo )+ T (1=, 1=X4). (3.45)

It is now clear that (3.45) contradicts (1.31).

3.2. Vanishing does not occur

If vanishing occurs (case ii.), then VR < oo

2
sup/ Wﬂ —0
yeR3 J B(y,R) &

for j =1,...,Aand ¢F, ... ¥% converge strongly in LP(R?) to 0 for 2 < p < 3 (see lemma

7.2 of [LL10]). As a consequence,

A

k _ k* k
Jim £V =3 Jim | of Host
J:

and

A
T, d) =my )\
j=1
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thanks to the constraints of the problem.
This contradicts (1.31) because we have

I =mpA= me)\ —|—mb21— =T, ) +T(1 =X, 1= M)

At this point, we have shown that any minimizing sequence satisfies the following
compactness criterion: Jy* € R3, Ve > 0, IR < oo

1 A

- k|2 _
AZ;/B(MW >1-e

J

We denote UF = \I/"”~( + y*) and we remark that the energy functional £ is invariant
by translations and W* is in the minimizing set; then W* is a minimizing sequence of

(1.29). Since ¥* is bounded in (Hl/z(R3)) U* converges weakly in (H1/2(R3))A almost
everywhere on R3 and in (L (R®))" for 2 < p < 3 to some ¥; moreover, thanks to
the concentration-compactness argument, W* converges strongly to ¥ in (LZ(R3)) and in
(LP(R?’)) for2 <p<3.

As ||ty — V¥l — 0 for k — 400, it is clear that

s 1;:1;] lim wk wk = 6@]

k—4o00

for 1 <i,j < Zand Z+1<1i,5 <A. Furthermore, A;q,\i’u = 0 for p = p,n. Indeed, as
before, 7

_ o~ - 1 [t N N1
Am\iﬂbj - Auyq,kwj = _/ (Hu,‘i/k —in) I(VM,\I? - Vu,\i/k)(Hu,\i/ —in) 1%’ dn

2m J_ o

and

H(HN,@k —in) " (Vg = Vi) (H, 5 — i)'

%
HY/? kK
since ||@/~)J—1;f|| L 0 for 2 < p < 3. Then, applying the Lebesgue’s dominated convergence

theorem as above, we obtain

HA;qﬂﬁj - A;’@kl/;j

_>
H/2 k

forp=pif1<j<Zand p=nit Z4+1<j < A. As a consequence,

HA;‘i’J}j - A;@k@j 12 — 0

and

= dim A0

L2 k—+o00

Tk
#\I"“w

L2 k~>+oo

|40
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thanks to the properties of the spectral projection A; o and using the fact that Hlﬁj —

&fH 2 0. So we can conclude that ¥ satisfies the constraints of the minimization

problem (1.29).
Finally, we have to prove that

E(V) < liminf £(TF).

k—+o0

It is clear that if ||, — deLp - 0 for 2 < p < 3, then

(51,08 = (3.0 o
forp=pif1<j<Zand p=nif Z+1<j < A. Moreover, we observe that

T IS [V S (o1 I [ e

H1/2 H1/2 H1l/2

and, with the same arguments used above, we obtain

I

= lim ‘A*@f

H/? k—+o0

(3.47)

H1/2 )

Then, using (3.46), (3.47) and the weak lower semicontinuity of the H'/2.-norm, we get

] =

) = 3 (W [Holdy) , - 3 (A5, [HolA™05)
+3 le (%’v V;mi/d}j)L2 + 59-:;1 (1/@'7 Vn,qﬂ/h‘)p
< 1’113+1130f5(@k)§5(®).

As a conclusion, ¥ is a minimizer of (1.29) and the minimizing sequence W* is relatively
compact in (H'?)4 up to a translation.

3.3. The subadditivity condition

To conclude the proof of theorem 1.2, it remains to show that the strict subadditivity
condition (1.31) is a necessary condition for the compactness of all minimizing sequences
(see [Lio84al, [Lio84b]).

First of all, we prove that we always have

I<IOvc o A +1(1=Ap,eoi 1= ) (3.48)

A
for all A, € [0,1], k =1,..., A, such that Y A\ € (0, A).
k=1
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Let € > 0 and V3, ¥§ be satisfy

I(/\l,...,AA) (‘I/E)<[()\1,...,)\A)+€,
Gramp2 (¥} ) = diag (A1, ..., Az),

3.49
Gramp: (¥, ;) = diag (Az41,.--,Aa), (349)
AP\I,E\II6 =0, A;\I,i\IJ27120
and
T(1=Ap, 1= 20) SEWE) ST (1= Aq,o 1= Xg) + €
Gramy2 (W ,) =diag (1 — \,...,1—X\z),
12(V5,) 1=\ ) (3.50)

Gramp: (97 ,) = diag (1 — Azy1,..., 1= Aa),
Ap lIIE \IJE 0, A?:,\I/gllli,2 - O

By a density argument, we may assume that ¥§ and U5 have compact support and we
denote by 5" = W5(- 4 kn) where 7 is some given unit vector in R?. Since for k large
enough the distance between the supports of W] and \Ifgk is strictly positive and goes to
+00 as k goes to 400, we deduce

[ e(ut) — [equ) + eu5h)] 0

/Wf’k*%s"k?% 1<4js2 Z+1<5ij< 4
R<

) (3.51)
} Ap,\pg’kwj’ /2 ? 0 7= 1, cey Z,
)A;w,kzpj”f 0 j=Z+1,...,A
\

with W5 = U§ W5, Indeed, Ay 05" = AL gty — A us¥ia+ AL gert53 = A 05y

and, by arguments similar to those used above7 we obtain

- 3 - 3
HA“ e _Au,\yf PRY| 7 )
e,k —
‘ u\pekaQ A ‘Ilskw 11/2 k
for p = p Then, as before, we can construct ®* small perturbation of U&* in
(H*(R ) such that

(T, d) + T (1=, 1= 20) < lim E(9F) = lim & (T9F)

k—+00 k—+o00
=EW)+EVS) <TA,..., a)+ 1 (1= Ay, 1= X4) + 26,
Gramz(®5") = 1, Gramp2(®5*) = 1y,
(A gen @ =0, A4 0 =0

(3.52)

PHe.k (I)a,k
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and, by definition of I, we conclude
IT<TA\, ..., a)+1(1=Xp,...;1—=Xy) + 2e.

In fact, this argument prove also that if I = I (Aq,...,Aa) + 1T (1= A1, .., 1= X4),
then there exists a minimizing sequence that is not relatively compact. Indeed, let U% and
UX be minimizing sequences of I (\y,..., 1) and I (1 — Ay,...,1— \4) respectively, with
compact support and such that dist (supp @Z)Z 1, Supp @Z)fQ) ? +oo fori=1,..., A If we

take f = o + ¢F,, we can show that [, ¥f(x)x(x)dx =0 for all x € D(R3); then Wk
converges Weakly to 0 in (H'/?)4. Now, as before, we can construct ®*, small perturbation

of W* in (H'/?)4, which is in the minimizing set of I and such that

lim &€ (") =T (A, da)+T1 (1= Ay, 1= Xa) =1

k—+o0

As a conclusion, ®* is a minimizing sequence that cannot be relatively compact.

4. Solutions of the relativistic mean-field equations

In this section, we prove that, in a weakly relativistic regime, a minimizer of (1.29) is
a solution of the equations (1.26) and (1.27).
Let

X ={yeBH)iv=7"(mj — D) y(mi — )V € 01(H)} (4.1)

where B(#H) is the space of bounded linear maps from H to H and o(H) is the space of
trace-class operators on H.
Now, to each P € N, we associate

Ip={y€X;y’=r,tr(y)=P}. (4.2)

Given v = (7,,7) € X x X, we define

_maH —mw||
Yo 9
H = |Hy— = 4.3
p,'y7p |: 0 /8471'( ‘ ‘ p +4 ( “ pO) ( )
2/ ol
gp (& L e 1
+4w( ] "°O> 47r<| )}
2 —mo|| 2 —me||
g € g €
H,.~v, = |Hy— (=< B == 4.4
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where

8

ps(x) = pplz) +
po(z) = pplz)+
o) = pp() = pale)
with 5y(@) = tr(Bp(,2)), pule) = (Bl 2)), pp(e) = tr(op(2)) and po(z) =
tr(yn(2, )).
Finally, we define
A]:Dt,’y = XRr= (Hpm>7
A’Vﬂ;{‘/ = XRrt (Hn,'y)-
Let ¥ = (¥, ¥,) be a minimizer of the problem (1.29); to prove that v is a solution

of (1.26) for 1 < i < Z and of (1.27) for Z+1 < i < A, we proceed as follow: first, we
consider 7, and 7, the orthogonal projectors defined by

B =D 190) (Wi (4.5)

and

Yn = Z ’&) @z‘ ) (4.6)

1=Z+1

and we denote ¥ = (%, ¥»); then, we show that the commutator of the operator H, 5 and
of the projector 7, is zero for p = p,n. This implies

Hp,\ill/;i = 62"(21' for 1 S 1 S Z,
Hn,\iﬂ;i = 82'1/31' for Z+1 S 1 S A.

First of all, we observe that if ¥ is a minimizer of (1.29), then the vector 5 = (3,, %)
is a minimizer of the energy

g(’ypa ’771) = (HO’Yp) + tI‘ Ho%z // ps Ps ) —ma\ax—y\ dl’dy
R3xR3 |9U -y

+gw // pO ) —mw|x—y\ dl’dy
& R3 xR3 |-f13 - y|

+9p // poo(® Poo(y)e_mpp_y\ dudy
& R3 xR3 |f75 - ?J|

2

€ pp )
+—— // dzxdy 4.7
87 R3xR3 |$ - y| ( )
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+ 1+ +
on FZ,N =TI, x I'y, where

Iy = {mwelznm=AmAL}
Iy = {melnim=A AL}
Next, we remind that
Hyq = H:Lrn +H,,
with Hf = Af H, At and H, = A, H, A, for u=pn. Then

[y vl = [Hyi Y] + [Ho ] -
It is clear that Fz N 1s a subset of

1?Z,N = {7 = ('Vpa'yn) €Tl'z xI'n; [Hp,'w%’] =0, [ n_ﬁ”y"] = 0}

and, since 7y € FJZF,N, we obtain [H;;ﬁ’ ’NYu] = 0 for 4 = p,n. Thus, to conclude, we have to
prove that [HI;/,

+
We suppose that [Hpﬁ,

%] = 0 for 4t = p,n. We proceed by contradiction.
ip] and [H +

nA 7, are different from zero and we define

o= U ) = e (=2 [ )) e (£ [, 3]) . (49
A = U U3) ™" o= exp (e [H5.90]) Fuoxp (< [H5.5])

In particular,
Z ~ ~
Fo= D) (Wl (4.10)
=1
A ~ ~
ST S (U R (T (4.11)
with ¢ = Uy, for 1 <i < Z and ¢ = U, for Z +1<i < A,

Using lemma 3.4, we construct ° = (v;,7;,), small perturbation of 4° = (7;,4;,) such that

g __ AT EA+
7p_Ap,76 A

PP
fy’fb = Art’yf ZA:,WS'
We remark that v* € FZ y and
z
SRS RCHR (4.12)
i=1
A
T o= D 1) (e (4.13)

i=Z+1
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where
(¢7,....0%) =B =0 + &~ + O(e?) (4.14)
(07415 05) = O, = OLF 4+ B57 + O(?) (4.15)

- _ 112
with @5+ = A:’\PE\IIZ 3 [GramLz (A:\PE\I/Z)] for ;1 = p,n. Finally, we remind that
Te _ meE+ — T -1 2
v =) +Ap7q,5‘1’u°3u + O(e?) (4.16)

_ o q1/2
with B, = [GramLz(A:qﬁ\PZ)] for u = p,n (see the proof of lemma 3.4).
Then, to show that we have a contradiction, we want to prove that
Epr ) < ECps Tn)-
For this purpose, we calculate £(75,7;,) — £(Fp, Tn); since (75,75) is a small perturbation
of (3p, ¥n), we can write
E(p1m) — EFp An) = tr (Hp5(7; = Fp)) + t1 (Has (7, — ) + 0(e)- (4.17)

To study the sign of (4.17), we remind that given an operator 7" and an orthogonal projector
P, we can consider the block decomposition of T" defined by

PTP ‘ PT(1 - P) T..|T, -
T = = . (4.18)
( (1-P)TP| (1- P)T(1-P) ) ( 7.1 )

Moreover, let R be another orthogonal projector and consider ) = R — P; then P + @ is
a projector and

P+Q = (P+Q)
P+Q = P+PQ+QP+Q’
Q" = (1-P)Q-QP
0 = (L-P)QI-P)—QP+(1- P)QP
Q= Q- — Qs (4.19)
As a consequence, if Q = O(e), then Q4. = O(e?) and Q__ = O(e?).

Since

Hf| 0
Ha = (’)W H-
1,5
for © = p, n, then we have
Ep 1) = ECmAn) = tr (H50,5(7 — 9p)A,5)
i (Hy oA (5 — ) A ) +tr (H, AL S (v = An)AS )
+tr (Hn 7Anw( %)An,ﬁ) + o(e)

— 7+ + -
=T, +T, + T, + T, +o(e). (4.20)
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First of all, we analyze the relation between A

+ + B .
: o Nse and Ay < for p = p,n. Using (3.11),
we obtain

+ +

Auﬁ - A#ﬁs +0(e),
+ +

Auﬁy =Ne + O(e),
+ +

Aae = Nune +0(e).

Then, if we take P = A} ., Q = A . — A} . and we apply (4.18)-(4.19), we obtain

0(52)‘ O(e) )

(0] 06
() | o)

B ( o) 1+0<ez>>

A;,’? - A;7,ye + <

for p = p,n.
Moreover, since 7° € I'} , we can write

and

) ) ( O(eh) ‘ O(&?) )
AM,%’YZAM? - :
0 | 0

OF

So we can conclude that T = o(¢) and T,
Next, we remark that

T = to(H AL (8 — 35+ 70— Fu)A L)

H ]
= tr (H 50000 = 3 005) +tr (AL (5 = 30)005) -

To calculate tr (H At (v5 —55)A) 5), we consider the block decomposition of At - —AF ..

for P = A .. As before, we have

0(62)‘ O(e) ) _ ( 1—|—O(£2)‘ O(e) )
() | 0() o) | o)

+ A+t
Auﬁ - Auﬁf + <

for u = p,n.
Now, we observe that, in general, 75 —7%;, = O(¢g) and, more precisely, A:,;Yg (75 —’7,‘3)/\:55 =
O(g?). Indeed, using the definitions from (4.10) to (4.16), we have

AbseOh = TN = D0 Al (160) (0] = 16 (1) A
= 2 (65" (@71 = 167%) (9 71) + O(e”) = O(e”).

7
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Then

i O(g?) ‘ O(g?)
Aa( = T 5 =

and
T,; = tr (H AL (55— 3)A ) 5) +ole).

Y™ Y

Next , we consider 7, —¥,. By definition,
Vo= = UAUp) ™ =
(1-e [H:,%%D Fu(L+e [HI&’ Yu)) =+ o(e)
= —¢€ HHII;/’:)/“] 7&#} +O<€)‘

Then
75— et (1 [[Hf1. 5 3]) + o)

for p = p,n and

EMEE) = E(ipAn) = —£ > tr( HY 53] 2 Au]) + ole)
H=p,n
= 2 Z tr ( H;;fyu) — (H;;Y)2’~yz) + o(e)
w=p,n
= 2 Z s ) Ho s A — (H A, By sA)
H=p,n
+o(e) (4.21)

where (A, B) = tr(A*B) is the Hilbert—Schmidt inner product.
Then, using the Cauchy-Schwarz inequality, we obtain
{3 Ho A | < () s (s 3) ) 2O s, H )
= (Hy5T Hpys )
and
Epr M) = E(¥p: ) < 05
furthermore, the equality holds if and only if (H, -5,)* = +H, -7,

First, we consider the case (H, :%,)* = H, .73,; this implies 3, H,; s = H ¥, that means
[H;&’ fyu] = (0. Then we have a contradiction.
Second, if (H +,)* = —H, -7, then

§uH -+ Hf 5, =0
uHm + 3t 57, =0
Vullys = Hyzu =0
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that contradicts the hypothesis [H;j,% ’yu] # 0 for u = p,n.
Finally, we can conclude that if [H;ﬁ, Yu] # 0 for i = p, n, then we can construct v* € I'}
such that

Epr¥n) = Ep ) <0,
and thus we have a contradiction with the fact that 4 minimizes the energy on F; N

This implies that [H +

T :Vu] must be equal to zero and, as a consequence,

[Hys:5u] =0
for p = p,n.

As a conclusion, if g, g, g, and e are sufficiently small, ¥ is a solution of the equations
(1.26) and (1.27).

Appendix : Proofs of lemma 3.4 and corollary 3.5

In this section we give the proofs of lemma 3.4 and corollary 3.5.

Proof of lemma 3.4. Given an M x M matrix B = (b;;), we denote ® e B the right action
of Bon ® = (¢1,...,0um) € (L2(R*)M. More precisely,

M M
i=1 i=1
and, by straightforward calculation, we obtain
Gram;2(® e B) = B*Gram:(®)B

where B* denotes the conjugate transpose of B.
First of all, for u = p,n, we consider

U, =V,eG, (4.22)

and we observe that

Second, we define
+ + v g\ + g1/2\%
b = AyUye [Grame (AL T,)] e (AL Y27 (4.23)

ot = A:\I,\i/n ) [Grang (A:,\I,\Ifnﬂlﬁ S (A;\I,Hl/Q)N_ (4.24)
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Remark that Gramj: (A;\I,\ifp> and Gram;jz <A:;\I,\I/n> are invertible matrices thanks to
the hypothesis ii. of the lemma.
Next, we look for (CI);, ég) € (A;\I,Hl/2)z X (A;&Hlﬂ)N such that, taking
o, = lé;(&);) o Gl/2
P, = léi(&);) ° GTIZ/Q,

we have

Ay s®, = 0, (4.25)
Ay oAy 5@, = 0, (4.26)

with @ = (¢, ;) and Iz, lg+ defined by

for p = p,n.
We observe that 3+ and [3:+ are smooth maps from (A;\I,Hl/Q)Z to (H1/2)Z and from

(A;\I,Hl/Q)N to (Hl/z)N respectively; furthermore,

Gramy: (®,) = G,
Gramp: (®,) = G,.

Now, to prove the existence of @ and @, we apply the implicit function theorem.

We remark that the equations (4.25) and (4.26) can be written as F(g, élj, ®) = 0 where
F is a nonlinear C! operator and g = (¢, gu, g, €)- In particular,

A;\PA;’@CI)M =

_ - [ - -
A w®u+ ALy <2_/ (Hyw —in) " (Hyo — Hyw)(Hyo —in) ' @, d77>

@ 00

and

A ,D, = AT (@* + i)’) ° [Il + Gram (@’)} e o G/?
TR Rl w0\ 7 L2\ *pu "
. . —1/2
— &, e |14 Gramp: (3,)] TGl

Hence, we define

=
o
KA
=
KA
S|
I
Y
o
<
R
SRR
58
N——
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where
. - L oNT1-1/2 ..
Fylg.®,, ;) = &, ¢ [1+ Gramgz (8, )] 7 0 G2+ Ko (9,9, 8,), (4.27)
. - _oNT-1/2 .
Fo(g,®;,0;) = By o [11 + Gramyz (@;)} « G2+ K, (g, %, 87) (4.28)
and
L 1 +o0 o o
K,.(g, o, ®,) = AM,\I/% (Hyw —in)~ (Huo — Hyw)(Hyo —in)~ @, dn
for p = p,n.

Using the definitions (1.26) and (1.27), we obtain

K,(0,d;,®,) = Kn(o,é;,q>;) =0,

) Fpo En

and then £(0,0,0) = 0.
Now, to apply the implicit function theorem, we have to check that

FRY x (A HYA)? x (A o HY?)Y = (A5, HY?) 5 (A, HY?)"

is a C! operator and Dy F'(0,0,0) := Fo- o (0,0,0) is an isomorphism. We remark that

( xe G, )
Dy F(0,0,0)(x,7) = : (4.29)

TOG}/z

and then it is an isomorphism, since Gzl,/ 2 and G&/? are invertible matrices. Proceeding as
above, we can easily show that F' is well defined in (A;\I,Hl/Q)Z X (A;\I,Hlﬂ)N.
Next, we have to prove that F'(g, Q:D; , &); ) is CY; by classical arguments, it is enough to
show that for (y,7) € (A;’\I,Hl/Q)Z X (A;\I,Hl/z)N
an(g, &);aé;)
o,
an(ga (I);,CD;)
ok
OF,(g,®;, ;)
0d,; )

Od-

X € (Ap_,\IJHl/Z)Za

T € (A;\PH”Q)Z,

X € (A;,\I/Hl/z)N )

e (A HY),

and we leave the details of this part to the reader.
Then, applying the implicit function theorem, we conclude that there exist U C R?,



116 ITI. The relativistic mean-field equations of the atomic nucleus

V, C (A;\I,Hlm)z and V,, C (A;,\I,Hlﬂ)N neighborhoods of 0, and a unique continu-
ously differentiable function f : U — V,, x V;, such that F(g, f(g)) = 0; that means that
for 9o, 9., 9,, € sufficiently small, there exists (®,, ®) € V, x V,, such that

A oA, 6Py = 0,

A;,\IIA;,QCDW =
In particular, U = B(0,7), V, = B(0,n) and V,, = B(0,n) with 7,7 > 0 and from the
proof of the implicit function theorem, we know that, fixed 1, we can choose v such that

f:U — V,xV,. Then we take n and v such that DyF(g, x,7) is invertible V(g, x,7) €
UxV,xV,.

~o\11/2
Now, we denote B), := [GramLz (A;\I,\Ilpﬂ and we remark that

U, = AU, +A LT,

So we may write

As a consequence,

We can easily compute
Gram2(T, e B,') = (B;) 'Gram:(¥,)B,"' = (B,B;)™"

p

where B} denotes the conjugate transpose of B,,. Since B, is hermitian,
Gramy: (U, o BN = (B = (B,

Loy (A, 4 Vp @ Bl = (T, o B;')e (32)1/2 _ 3,

and
lor (A, Uy e B ) 0GP =W,
Hence
F— T — -1 1/2
19 = Wl nye = | [l (8) — Loy (B e B G2 (4.30)
with \I/; = A;\I,\I/p. In the same way,
90— Tall i = |l (B0) ~lag (B o B e o (43
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- 8 _\11/2
with W, = A ¥, and B, := [GramLz <Azq,‘1!n

We remind that the maps l¢p+ and [g+ are smooth; then, to have an estimation of the norms
(4.30) and (4.31), it is enough to estimate

’ p (H'/2)Z
Indeed, Ve > 0, 39,, 0, > 0 such that

I3
&

x_ 1
—\I/p on

and ’é; — U~ e B!

n

(HY/2)N

x_ 1
—\I/p on

o <= ) -

and

l5:(T, o B, )H(Hm) <c

—\if‘oBgl

n

- (D <
e (DZ(Q) ) — l¢+(\11 e B 1) sy = E.
Now, for 0 small enough, (\I/ B! ﬁ/; B, 1) € V, x V,; then F(g, \If e B! U~ e B
is differentiable and Dy F(g, \Ilp ° B if e B 1) :=Q is invertible Vg € U.
Using this fact, we can write
F(g,®,,®,)=F(g, ¥, «B,', U e B") + Q(& — ¥~ e B™!) +u(g, P, ,®,)
with
~_ = ~_ S B, 0
P :((I)p>¢)n):f(g)aq] :(\I]pv\ljn)’B: 0 B,
e )|
u\g, 1/2
lim Ng U =0,
y—V-eB~1 Y — JU— e B-1

(4.32)
and this implies

(H1/2)A

(@~ — T eB ) =-Q 'F(g,V, ¢ B,', ¥, e B!

- Q_lu(g> (i);a i)’r:)
Moreover, thanks to (4.32), we know that there exists § > 0, such that

1 -
< —|ly— V¥~ B_lH
Hu(gay)H(Hl/Z)A =21 Hy ¢ (H1/2)

< 0.

y— U~ eB!

(H{/Q)A
Then, choosing n < %, we have

Hi)_ U eB !

(H1/2)A < ||Q IHHF g; .B \I/ OB_1>

+§ Hfi)_ — \i/_ ° B_lH

(H/2)A

(H1/2)A
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and
Hfi)‘ ~U e B‘lu <C H( Ay ) < C3. (4.33)
(H1/2)A Amq,\lfn (H1/2)4
Finally, choosing é < min((g’(s"), we obtain
@, — \I[pH(Hl/z)z <e (4.34)
and
H(I)n - anH(Hlm)N <e. (435)

To conclude the proof of the lemma, we have to show that

Ayt ImA 4 = ImA
A;\I, : ImA;@ — ImA;\I,

are one-to-one operators. We remark that

AaN, o — I

= A ehw —Aall = (140 (A0 — Aya) |
1Al 1Ae = Apall < [[Apw — Ajsll < 1.

mAp,<1>

IA

As a consequence, Aj 4 Ay is an invertible operator and Ay is one-to-one from ImA_ 4
into ImA_ . In the same way, we can prove that A, g is one-to-one from ImA, 4 into
ImA, .

In conclusion,

O

Proof of corollary 3.5. To prove this corollary, we apply lemma 3.4 to ¥* for any k € N
and, to obtain (3.31) and (3.32), we use the inequalities (4.30), (4.31) and (4.33).
O
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Etude mathématique de modeles non linéaires issus de la physique quantique
relativiste

Résumé : Cette these est consacrée a I’étude de deux modeles quantiques relativistes non
linéaires.

Dans la premiere partie, nous démontrons par une méthode de perturbation ’existence
de solutions des équations d’Einstein—Dirac-Maxwell pour un systeme statique, a symétrie
sphérique de deux fermions dans un état singulet et avec un couplage électromagnétique
faible.

Dans la seconde partie, nous étudions un modele de champ moyen relativiste qui dé-
crit le comportement des nucléons a l'intérieur du noyau atomique. Nous proposons une
condition qui garantit I’existence d’une solution d’énergie minimale des équations de champ
moyen relativiste dans un cas statique; plus précisément, nous obtenons un résultat qui
lie 'existence de points critiques d'une fonctionnelle d’énergie fortement indéfinie et les
inégalités de concentration-compacité strictes.

Mots clés : analyse non linéaire, méthodes variationnelles, physique mathématique, opé-
rateur de Dirac, relativité générale, méthode de perturbation, champ moyen relativiste,
physique nucléaire, lemme de concentration-compacité.

A mathematical study of nonlinear models from relativistic quantum physics

Abstract: This thesis is devoted to the study of two nonlinear relativistic quantum models.

In the first part, we prove by a perturbation method the existence of solutions of the
coupled Einstein—-Dirac-Maxwell equations for a static, spherically symmetric system of
two fermions in a singlet spinor state and for a weak electromagnetic coupling.

In the second part, we study a relativistic mean-field model that describes the behavior
of nucleons in the atomic nucleus. We provide a condition that ensures the existence of a
ground state solution of the relativistic mean-field equations in a static case; in particular,
we relate the existence of critical points of a strongly indefinite energy functional to strict
concentration-compactness inequalities.

Keywords: nonlinear analysis, variational methods, mathematical physics, Dirac op-
erator, general relativity, perturbation method, relativistic mean-field, nuclear physics,
concentration-compactness lemma.



